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ÉTAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


AU    MOIS    DE    JANVIER    1884  ('). 


Les  initiales  S.  P.  désignent  les  Sociétaires  perpétuels. 


Membres  du  Conseil 


Président M.  PICARD. 

(    M.  COLLIGNON. 

,,.      o       j     ♦  )    I^I-  FOURET. 

Vice-Presidents M.LUCAS. 

(    M.  PICQUET. 
Secrétaires  <    ^^-  POINCARÉ. 

,,.      c       ..  •  (    M-  HUMBERT. 

Vice-Secretaires j    j^,    OGAGNE  (  d'). 

Archiviste M.  STEPHANOS. 

Trésorier M.  CLAUDE-LA.FONTAINE. 

M.  ANDRÉ. 

M.  APPELL. 

M.  CLAYEUX. 

M.  COMBEROUSSE  (de). 

M.  DARBOUX. 


Membres  du  Conseil  non  résidents. 


M.  HALPHEN. 

M.  HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

M.  JORDAN. 

M.  LAGUERRE. 

M.  LAISANT. 

M.  MANNHEIM. 

M.  ROUCHÉ. 

M.  CREMONA. 
M.  GENTY. 
M.  MATHIEU. 
M.  TCHÉBICHEFF. 


(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 
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ACII4ltl),  directeur-adjoint  de  la  Coin[ja[;nie  d'assurances  sur  la  vit;  lu  Foncière,   rue 

de  Chabrol,  4o,  à  Paris. 
A.UKîLËS,    professeur  de  Matliématicjucs  spéciales   au  lycée,    boulevard  du  Musée,  (j(i. 

à  Marseille. 
AIVDUË  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  Q.i,  h  Paris. 

AOUST  (l'abbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  F.spérandieu,  ig,  à  Marseille. 
AlM'EliL,  maître  de  conférences  à  l'Ecole  Normale  supérieure,  rue  Soufllot,  2j,  à  Paris. 
AltO\  (Henri),  banquier,  rue  de  Grammont,  l'i,  à  Paris. 

ASTOK,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  lionne,  à  Grenoble. 
AlItEKT,  élève-ingénieur  des  Mines,  rue  de  Grenelle,  g'j,  à  Paris. 
AITON^E,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Rodez. 
DE.VOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelel,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône- 

et-Loire),  S.  P. 
BEItDELLE,  ancien  garde  général  des  forets,  à  Pïioz  (Haute-Saône). 
BERE,  ingénieur  des  manufaciures  de  l'État,   i»  Lille. 

IIEIlTItAMI  (Joseph),  secret.  |>erp.  de  l'Académie  des  Sciences,  l'ue  de  Seine,  6,  à  Paris. 
BIStlIOFrSIIEIM,  banquier,  rue  Tailbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

BIEMAVMË  (Arthur), ingénieur  de  la  Marine,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 
UIE^AÏMÉ,  membre  de  l'Institut  (decéde),  S.  P. 

BOMIOMl'AGiM  (le  prince  Balthasar),  place  Colonna,  palais  Piombino.  à  Rome. 
BOi\i\ET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  i4,  à  Paris. 
BOItCllAliDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Rei'lin  (décédé),  S.  P. 
BOUniEB,  ancien  directeur  de  l'École    préparatoire    des  Sciences    et   Lettres,  rue   du 

Pin,   9.  à  Angers. 
nOULAAGEIi,  professeur  de  Mathématiques,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  ii  Paris. 
BItAULT  (A.),  négociant  à  Pons  (Charente-Inférieure). 
BKEMAItD,  architecte,  boulevard  Malesherbes,  iG,  à  Paris. 
KRËSARD,  professeur  au  lycée  Fontanes,  rue  Vézelay,  3,  à  Paris. 
BKlOSCIIf,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan  (Italie). 

BBISSË   (Ch.),   répétiteur  à  l'École   Polytechnique,    rue   de  Bécon ,  55,  ii  Courbevoie 
(  Seine). 

BROIlAltD,  capitaine  à  l'École  régimentaire  du  Génie  de  Montpellier,  S.  P. 
CAUO\,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  82,  à  Paris. 
CATALA.\,  professeur  à  l'Université,  à  Liège  (Belgique). 
CIIASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé),   S.  P. 

CIIEUI\,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Rennes,  •^3,  à  Paris. 

CIMALË,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 

CLAVEUX,  intendant  divisionnaire,  avenue  de  Clichy,  52,  à  Paris. 

CLAIII>E-LAFON FAINE,  banquier,  rue  de  Trévise,  32,  à  Paris,  S.  P. 

COLLET,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

COIiLI(î\0.\,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  28,  à  Paris. 

COMBEUOISSE  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Blanche,  45,  à  Paris. 

COL'KCELLES,   professeur   de  Mathématiques    spéciales  au    lycée    Saint-Louis,   rue   de 
Rennes,  68,  à  Paris. 

CKEMO^A,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome. 

CBETIiV,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  lO';,  à  Paris. 

DAUBOUX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris. 

DAVID,  lieutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite,  place  de  l'École  d'Artillerie,  42,  à 
Toulouse. 

DEFFORGES,  capitaine  d'infanterie,  attaché  à  l'Etal-major  du  Ministre  de  la  Guerre,  rue 
de  (irenelle  Saint-Germain,  i23,  à  Paris. 

DELANXOY,  sous-intendant  militaire,  à  Orléans. 

UÏRIJVTS,  ilocteur  es  sciences,  hôtel  du  Sénat,  rue  de  Tournon,  ■j,  à  Paris. 

DEWULF,  lieutenant-colonel,  chef  du  Génie,  a  !\lont()ellier. 

DOSTOR,  docteur  es  sciences,  rue  de  Rennes,  121,  à  Paris. 

DREYFUS  (Ferdinand),  publiciste,  rue  de  l'Université,  2j,  à  Paris. 

Dl'RRANDE,  pi'ofesseur  à  la  Faculté  des  Scietices,  à  Poitiers. 


ESC4KY,  professeur  au  Prytaiiée  militaire,  à  la  Flèche  (Sarlhe). 

FABRE,  ancien  élève  île  l'Kcole  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  26,  à  Paris. 

FLElUEAl,  élève-ingèuleur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Flandre,  81,  à  Paiis. 

FLOQl'ET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jeanne-d'Are,  9,3  Nancy. 

FI.YE  SAI\TE-)IAIUE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommerard,  12,  à  Paris. 

FO\TÈS,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Mont-de-Marsan. 

FOCKET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  16,  à  Paris. 

GARIEL,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine,  rue 
Joufl'roy,  39,  à  Paris-Batignolles. 

GAITMIER-VILLARS,  éditeur,  quai  desGrands-A.ugustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

fiE\OGl',lll,  professeur  à  l'Université,  rue  du  Pu,  38,  à  Turin  (Italie). 

GE\TY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran. 

CERO\0,  rue  Halle,  '40  et  t^2,  à  Paris. 

GIROD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  de  Charenton,  Sig,  à  Paris, 

GOFFAIIT,  boulevard  des  Batignolles,  8'(,  a  Paris. 

GOIRSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Kiguepels,  22,  à  Toulouse. 

GRAI\l)OltGE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 

GRUEV,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon. 

GUÇCIA  (Jean),  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Païenne  (Sicile). 

GIIÉLOT,  lieutenant-colonel  au  1 18°  régiment  d'infanterie,  à 

Gl.VTHER  (D"'  Sigismond),  député  au  Reichstag  allemand,  à  Ansbach  (Bavière). 

UAAG,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Chardin,  1,  à  Paris. 

HABICII,  directeur  de  l'École  des  Mines,  a  Lima  (Pérou). 

IIALPIIEX,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue   Gounod,  8,  à  Paris,  S.  P. 

DATO.\'  DE  LA  GOLPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Garan- 
cière,  8,  à  Paris,  S.  P. 

DATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

HËiVRY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (Ardèche). 

IIE.YRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Berthollet,  22,  à  Paris. 

UERMARY,  chef  d'escadrons  au  17^  régiment  d'Artillerie,  h  Douai  (Nord). 

IIERMITE,  membre  de  l'Institut,  rue  de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris,  S.  P. 

UILAIRE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arras,  /(,  à  Douai  (Nord). 

HIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale,  à  Greenwich  (Angleterre),  S.  P. 

HOLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  49.  à  Christiania  (Norvège). 

IIOIBIGAM,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

IIIGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 
i'l.  à  Paris. 

HIGOMOT,  capitaine  d'Artillerie  de  la  Marine,  rue  de  l'Arsenal,  11,  à  Paris. 

HLMBEltT,  ingénieur  des  Mines,  répétiteur    à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 

HlYOT,  ingénieur  des  Mines,  rue  du  Cirque,  10,  à  Paris. 

niBER,  répéiiteur  à  l'Ecole  Centrale,  boulevard  Beaumarchais,   109,  à  Paris. 

JACQl'IER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  directeur  des  Travaux  publics  à  Saint- 
Denis  (Reunion). 

JAM\,  capitaine  au  32^  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans, 

JAVARY,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Le- 
moine,  28,  à  Paris. 

JORDAN',  membre  de  l'Institut,  professeur  a.  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennes,  '(S, 
k  Paris,  S.  P. 

JOl'FFRET,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Palaiseau  (  Seine-et-Oise). 

Jl].\G,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  à  Milan  (Italie). 

KANTOR  (S.),  privat-doceut  à  l'Ecole  polytechnique  allemande,  à  Prague. 

KŒMGS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Besançon. 

KOSTEVEf,  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

KOVALKWSKY  (M"»  de),  prival-docent  à  l'Université  de  Stockholm  (Suède). 

KRO\Er.hER  (D-^Léopold).  professeur  à  l'Université,  Bellevuestrasse,  i3,  à  Berlin. 

LACOR,  chargé  de  cours  a  la  Faculté  libre  des  Sciences,  rue  des  Pyramides,  \,  à  Lille. 

LAFFO.V  DE  LADEBAT,  amiral  (décède),  S.  P. 


LACUERKE,  examinateur  d'admission  ii  l'École  Polytechnique,  boulevard  Suint-Michel, 
6i,  h  Paris. 

mSAN'T,  dépiilé,  avenue  Victor  Hugo,  S^  bis,  à  Paris. 

LAQIIIEliE,  administrateur  attaché  au  service  central  dos  Affaires  indigènes,  à  Alger. 

LAUTII,  nianulacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LAVEISSIÈRE,  élève  externe  à  l'École  des  Mines,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

LEAUTE,  directeur  des  études  à  l'école  Mongo,   l'Ji,  boulevard  Malesherbes,  à  Paris. 

LEBON  (Ernest),  professeur  au  lycée  Cliarleinagne,  rue  Monge,  121.  à  Paris. 

LEC0I5\'U,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Caen 
(  Calvados). 

LEKEVRE,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  à  Bar-le-Duc. 

LE.IIOIME,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  21,  à  Liège  (Belgique). 

LE  PO.\T,  rue  du  Bouloi,  11,   à  Paris. 

LESAGE,  professeur  au  lycée  Charlemagnc,  rue  Monge,  l'j,  à  Paris. 

LESPIAI'LT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LEVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  g,  à  Paris. 

LEVY  (Lucien),  professeur  au  lycée  Louis-Ie-Grand,  rue  Claude-Bernard,  58,  à  Paris. 

LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  boul.  Saint-Germain,  2J8,  à  Paris. 

LEZ  (Henri),  à  Lorrez-Ie-Bocage  (Seine-et-Marne). 

LIGIJIXE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

LliVDEMA^^',  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

LO\Cf,IIAMPS  (GoiiiERRE  de),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charle- 
magnc,  rue  de  l'Estrapade,  i5,  à  Paris. 

LORI\,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  186,  à 
Paris. 

LUCAS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Bellay,  4,  à  Paris. 

MACE  DE  LEPINAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue  de 
l'Odéon,  21,  à  Paris. 

MALEVX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  117,  à  Paris. 

MALLOIZEL,  rue  de  l'Estrapade,   11,  à  Paris. 

MALMSTÉN,  conseiller  d'État,  à  Upsal  (Suède). 

MA.\^'IIEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe,  1 1,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

MARSILLY  (le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre. 

lUATIllEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saint-Jean,  22, 
à  Nancy. 

MITTAG-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

MOITARD,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Val-de-Grâce,  9,  à  Paris. 

OCAC\E  (d'),  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  du  4-Septembre,  18,  à  Paris. 

0URT)1A\1\  (D'Carl),  rédacteur  du  Jahi-buch,  Markgrafenstrasse,  78.  à  Berlin. 

OVIDIO  (Eiirico  d'),  professeur  à  l'Université,  piazza  Statuto,  17,  à  Turin. 

PA\EK  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

PAR)IE.\TIEU  (le  général),  membre  du  Comité  des  fortifications,  rue  du  Cirque,  5, 
à  Paris. 

PARRA\,  ingénieur  des  !\Iines,  avenue  de  l'Opéra,  26,  à  Paris. 

PATl'RET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Jacob,  44»  ^  Paris. 

PELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  CIcrmont-Ferrand. 

PELLETREAli,   ingénieur  des   Ponts  et  Chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

PERCIN,  chef  d'escadrotis  d'Artillerie,  à  l'École  spéciale  militaire,  à  Saint-Cyr. 

PERR1\,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  l'Étoile.,  17,  au  Mans. 

PEROTT  (Joseph),  à  Port-NavaJo,  par  Arzon  (Morbihan),  S.  P. 

PIIIMPPON',  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 

PICARO  (  Emile),  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 
bonne, 2,  à  Paris. 

PI€Q[]ET,  répétiteur  à  l'École  Polyteciinique,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 

PISTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  20,  à  Versailles. 


—  9  — 
POINCARÉ,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  Conférences  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue 

POkOm  (Ta'V.ui^dirYcîur  du  lycée  communal,  h  Prague  (Bohême). 
POLl(i\AC  (prince  C.  di:),  rue  Miroménil,  44,  a  Pans,  S.  P. 
POllSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers.  .    n     • 

PItFSLES  (Di  \  sous-intendant  militaire,  rue  de  Bellechasse,  29.  *  P^""- 

mznc"eùe,..l),  commandant  l'École  d'application    de    l'Artniene  et  du  Geu.e,  a 

Fontainel)leau  (Seine-et-Marne). 
«AltAU,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

lUFn    apréré-préparateur  à  l'Ecole  Normale  supérieure,  rue  d  Ulni,  45,  a  Par  s 
l!mY\I)     di'reeleur  général    de  la   Compagnie  d'assurances  /.   Sole.l,  rue  de  Cha- 

teaudun,  44>  »  Paris.  /     ■   t>     • 

KFIVAfll  fharon  de\  banquier,  rue  de  la  Bourse,  4,  a  tans.  ,   ,    ,    „   • 

IÎeM  Casimir)!  professeur  à  l'École  regimentaire  du  Génie,  boulevard  delaRe.ne,  .0, 

RlBAS!'!ngénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Aix  ( ««"^l^^^^^"-^'^'';^^-  p;.   „ 

KIBOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée    rue  Jacotot,  ,.  a  D.jon. 

RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d  Orsay,  a  Pans. 

ROLLAXD,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Rennes,  Gb,  a  Pans- 

ROUART    ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  i37,  a  Pans.  ,,    ,     .    •         •    rp^^io 

UotcHMK'ugène),  professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d  admission    a  1  Ecole 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2 13,  a  Pans.  ,    .„     • 

R01ISSÊL1\,  professeur  au  lycée  Fontanes,  boulevard  Pereire,   124,  a  fans. 
ROUX,  architecte,  rue  de  l'Arcade,  25,  à  Paris.  riA-mnnf  Ferrand 

SAl^T-PALL  (DcctP  de),  capitaine  au  ;^G°  régiment  d' Artillerie,  »  C>^' "j'^"*;^™ 
SARRAU,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Daumesn.l,  9  ins,  a  Saint  Mande 

SARmïx.^'ngénieur   des  Ponts  et  Chaussées,  à  la   Compagnie  du    chemin    de   fer  du 

Nord,  à  Paris. 
SCULEGEL  (D--  Victor),  à  VS^aren  (Allemagne). 
SCIIOIJTE,  professeur  à  Groningue  (Holhaide). 
SÇHIBEUT,  professeur,  Steindam,  89,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SÉGLY,  rue  Pascal,  2,  à  Paris. 

SÉLIVANOFF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg. 
SIMAKT,   lieutenant  de  vaisseau,  examinateur  d  admission   a  1  Ecole   navale,   lue  de 

Miroménil,  70,  à  Paris. 
SOMVE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie).  -nin... 

STaToFF  (  Alexis)^  professeur  à  l'École    de    Commerce,  rue  Forgo^vaja,  49,  a  Odessa 

(Russie).  ^  _  Q    •   p     ■ 

STEPHANOS  (D"^  Cyparissos),  rue  de  l'Arbalète,  2b,  a  1  ans. 
STIDMCUA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 

SVLOW    professeur  à  l'Université,  Frederikshald  (Norwege,  S.  \  .).  ^       ^.  .  . 

mÎERY  (PauT),   ingénieur  du  service  de  l'expertise  à  la  Manufacture  des  labacs,  a 

TANAm,^m!itre    de    conférences  à   l'École   Normale    supérieure,   boulevard  Saint- 

TARRY  (Gaston')!" receleur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 
TCIlÉlilCllEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  S|.int-Petersbourg^ 
TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Mons.cur-le-Pr.uco,  'N  *  ^aris. 
TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  a  Voreppe  (  Iscre). 
TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  a  Far>s 
TRESa,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Saumur(Maine-et-Lo.re). 

VACQIANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Sa.nt-Micl.el,  .2,  a  laiis. 

VANECEli  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

VAZEILLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  2b,  a  1  au.. 
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MCAIIIË,  iijjjéniciir  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

VIELLAKD,  manufactutier,  aux  forges  de  Morviilars  (territoire  de  Belloit). 

VOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 

WA1,(,KK\AKI{,  ingénieur  des  Mines,  à  Pau  (Rasses-Pyrénées). 

WKILI,,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Rome,  i'),  à  Paris. 

WEÏlt  (D"'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 

WEYK  (D'  Emile  ),  professeur  à  l'Université,  Maria-Theresia-Strasse,  lo,  à  Obcrmeid- 
ling,  près  Vienne  (Autriche). 

AMLSOM,  député,  au  palais  de  l'Elysée,  à  Paris. 

WOHMS  DE  KO.MILLY,  injjénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Balzac,  -,  à  Paris. 

ZABOIDSKY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg. 

ZELLER  (Charles),  recteur  du  séminaire,  à  Markgrœningcn  (Wurtemberg). 

ZEL'TUE.\,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague. 


SOCIÉTAIRES     PERPÉTCELS. 

BE\niST,  docteur  en  droit. 

BISCHOFFSHEIM,  banquier. 

BIENAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

BOItCllARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé] 

BROCARD,  capitaine  du  Génie. 

CHASIiES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

(;LAIDE-LAF0\TAI.\E,  banquier. 

GAU1UIER-VILLARS,  éditeur. 

HALPHEN',  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 

IJATOX  DE  LA  GOIPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut. 

HERMITE,  membre  de  l'Institut. 

HIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Greenwich. 

JORDA\,  membre  de  l'Institut. 

LAFFON  DE  LADÉBAT,  amiral  (décédé). 

MAWHEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

PEROTT  (Joseph). 

POLIG\AC  (prince  C.  de). 

SYLOW,  professeur  à  l'Université,  Frederishald. 

TAiViVERV  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État. 


Modifications  survenues  depuis  le  1"  janvier  1883. 


BREGl'ET,  membre  de  l'Institut. 

GASCIIEAI',  professeur  de  Faculté  honoraire. 

GOL'RVERIE  (delv),  membre  de  l'Institut, 

OlA\G-kl\G-TOlA\,  mandarin. 

Pl'ISEl'X,  membre  de  l'Institut. 

SIVERI.XG,   ingénieur  en   chef  des   travaux  publics  luxembourgeois. 

SMITU,  professeur  à  l'Université  d'Oxford. 

DÉMISSIONNAIRES. 

CBEYSSOX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 
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NOUVEAUX    MEMBRES. 

DEItUVTS,  docteur  es  sciences. 

FLEIREAII,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

Ol\\(i-KI\G-TOlA\,  mandarin. 

l'ELLETilEAl,  inp,énieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

RAFFY,  agrégé  préparateur  à  l'École  Normale  supérieure. 

SÏLOW,  professeur  à  l'Université  de  Christiania. 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles. 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Connecticut  (Etals-Unis  d'Amérique). 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Hoyiile  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei,  à  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Acta  Mathematica  (rédacteur  M.  Mittag-LefTler,  à  Stockholm). 

American  Journal  of  3Iathematics,  publié  par  l'Université  de  John  Hopkins,  à  Balti- 
more (rédacteur  M.  Thomas  Cray,  à  Baltimore). 

Annali  di  Matematica  (rédacteur  M.  Brioschi,  à  Milan). 

Archiv  for  Mathematik  og  XaCurvidenshab  (rédacteurs  MM.  S.  Lie  et  W.  MuUer,  à 
Christiania). 

Archiv  fur  Mathematik  und  Pliysik  (rédacteur  D''  Hoppe,  Lindestrasse,  89,  à  Berlin, 
S.  W. 

Zeitschrift  filr  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  D'  Oscar  Schlomilch,  à  Dresde). 

Association  l'rançaise  pour  l'avancement  des  Sciences,  à  Paris. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  (rédacteur  M.  Darboux). 

Casopis  pro  péstovâiii mathematikj  a  fysikj  (rédacteur  M.  Edward  Weyr,  à  Prague). 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Giornale  di  Malematiche  (rédacteur  M.  Battaglini,  à  Rome). 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres,  à  Milan. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  a  Venise. 

Jahrbuch  iiber  die  Fortsckritte  der  Mathematik  (rédacteur  M.  Cari  Ohrtmann,  à  Ber- 
lin). 

Jornal  de  Sciencias  Matematicas  e  Astronomicas  (rédacteur  M.  Gomes  Teixeira,  à 
Coïmbre). 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  à  Berlin. 

Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.  Félix  Klein,  à  Leipzig). 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand,  et  Neuberg,  a  Liège). 

Réunion  des  ol'liciers,  il  Lille. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 
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Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingfors. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 
Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences,   à   Harlem  (Hollande). 
Société  mathématique  de  Kharkofï  (Russie). 
Société  astronomique  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Londres. 
Société  Royale  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Société  mathématique  d'Odessa  (Russie). 
Société  philomathique  de  Paris. 
Société  mathématique  de  Prague. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig. 
Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal  (Suède). 
Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 
Université  Royale  de  Pise. 

Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteur  M.  Zeuthen,  à  Copenhague). 
Tijdschrift   voor   Vormleer,  rekenkuitde   en  de   beginselen   der    Viskunde    (rédacteur 
M.  Versluys,  à  Amsterdam). 


STATUTS  DE  LA  SOCIÉTÉ. 


Article  premier.  —  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'a- 
vancement et  la  propagation  des  études  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  —  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur 
des  objets  étrangers  aux  Mathématiques. 

Art.  3.  —  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres 
non  résidents. 

Les  Français  et  les  Etrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  —  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société 
sont  les  suivantes  :  i°  être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé 
une  demande  signée;  2°  obtenir  à  l'une  des  séances  suivantes  les  suffrages 
de  la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  5.  —  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  —  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

1°  Des  membres  du  bureau  ; 

2°  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  l'élec- 
tion ; 

3°  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection;  ils  auront 
voix  délibérative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.  —  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.  —  Le  bureau  est  composé  de  : 

1  président; 

4  vice-présidents; 
a  secrétaires; 

2  vice-secrétaires; 
I  trésorier; 

I  archiviste. 
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Art.  9.  —  Le  président  est  élu  pour  un  an. 

Les  vice-présidenls  sont  nommés  pour  deu\  ans. 

Deux  d'entre  eux  sont  remplacés  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'archiviste  pour  trois  ans. 

Art.  10.  —  Le  président  n'est  pas  réélifjible  immédiatement  dans  les 
mêmes  fonctions. 

Art.  h.  —  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et 
qui  ne  font  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  à 
tour  de  rôle. 

Art.  12.  —  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à 
l'élection  du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  13.  —  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil 
sont  élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

Art.  ii.  —  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  i"  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixé  par  le  règlement  administratif  de  la  Société;  2°  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit 
de  la  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra 
recevoir. 

Art.  15.  —  La  Société  règle  annuellement  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaque  année,  le  compte  détaillé  des  recettes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soumis  à  l'approbation  de  la  Société: 
ce  compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


RÈGLEMENT  ADMINISTRATIF. 


CHAPITRE  PREMIER. 

CONDITIONS     d'admission. 

1.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont  : 
1°  D'être  présenté  par  deux   membres  qui   auront  adressé  une  demande 
«ignée; 
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■>."  D'obtenir,  à  l'une  des  séances  snivantes.  les  suflragcs  fie  la  majorité 
(les  membres  présents  (art.  4  «les  statuts). 

2.  Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et 
le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquittement  du  droit  d'admission, 
montant  à  lo  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 


CHAPITRE  IL 

TRAVAIX    F-T    PUBLICATIONS   X)E   LA   SOCIÉTÉ. 

Tenue  des  séances. 

3.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux  élec- 
tions pour  le  remplacement  des  membres  sortants  du  bureau  et  du  conseil. 

5.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  .carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  de- 
mande personnelle. 

Les  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doi- 
vent être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  dos  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  du  pré- 
sident sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procès-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

10.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  l'ordre  de  leur  inscription;  les  communications  des   personnes  ('-Iran- 
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5;cres  à  la  Société  ont  linu  ii|)rès  telles  dr^  incnii)r('<.  s.iiif  les  r;i>  (riirpinci' 
t]ui  seront  appréciés  par  le  bureau. 

Les  membres  qui  auront  fait  des  communications  verbales  ou  pris  part 
aux  discussions  devront  remettre  des  notes  au  secrétaire  pour  la  rédaction 
du  procès-verbal. 

11.  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

12.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  sont  adressées  par 
écrit  au  président,  qui  en  réfère  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  réunion. 

Bulletin. 

13.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  :  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique, qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  dis- 
tribué gratuitement  à  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

14.  Les  conventions  stipulées  entre  le  conseil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  à  l'approba- 
tion de  la  Société. 

Réimpression  des  ouvrages  anciens  et  publication  des  mémoires 

originaux. 

lo.  La  Société,  voulant  concourir  aux  progrés  des  Mathématiques  par 
tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux 
moyens  de  publier  successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens 
français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires  originaux  trop 
étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

16.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont 
délivrées  à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non 
résidents. 

CHAPITRE  III. 

ADMINISTRATION    DE   LA   SOCIÉTÉ. 

17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin,  et,  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  est  de  ballottage. 
Dans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  l'emporte. 

18.  L'élection  du  président  seule  donne  lieu  au  vote  de  tous  les  membres 
résidents  ou  non  résidents.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  à  la  réunion 
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«'lectorale  est  invité  à  envoyer  an  secrétaire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  suirra^e  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  et  enfermé  dans 
une  lettre  signée  de  lui. 

Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 

19.  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrétaires  rédigent  les 
procès-verbaux  des  séances  de  la  Société  et  des  séances  du  conseil. 

20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sous  la  direction  du  i)résident,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société,  le 
conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du 
jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications 
contre  les  journaux  et  les  recueils  consacrés  aux  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  delà  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

•Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  el 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 

Enfin,  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

2i.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues  à  la 
Société. 

25.  Il  tient  un  registre  des  recettes  et  des  dépenses,  que  tf)us  les  membres 
ont  le  droit  de  consulter. 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraorflinaire  des  fonds  de  la 
Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de  la 
Société  le  réclament. 

28.  Il  suffit  d'une  demande  motivée,  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  qu'une  convocation  du  conseil  soit  obliga- 
toire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

30.  Il  faut  au  moins  sept  membres  présents  pour  [«rendre  des  décisions 
en  conseil. 
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31.  Sur  la  pro|iosilion  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu  au  scrutin 
secret. 

32.  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la  Société 
des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  j)rise9  aux  deux  tiers  des  voix  au  sein 
du  conseil. 

33.  Les  procès-verbaux  des  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits  sur 
un  legistre  cote  et  parafé  par  le  secrétaire;  il  doivent  être  signés  parle 
président  et  le  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume;  les  renvois  doivent  être 
parafés  et  les  mots  rayés  approuvés. 

3i.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'état  des  affaires  de  la  Société,  nommer  la  commission  de  compta- 
bilité chargée  de  vérifier  la  gestion  du  trésorier,  et  la  commission  des 
archives  chargée  de  vérifier  celle  de  l'archiviste. 

3."i.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  composées  de  moins  de  trois 
membres;  elles  font  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

36.  Le  conseil  désigne  annuellement,  à  la  même  époque,  les  membres 
qui,  adjoints  aux  deux  secrétaires,  composent  la  commission  permanente 
d'impression  pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  notes  et 
mémoires  des  membres  de  la  Société. 

Celte  commission  veille  à  ce  qu'il  ne  s'introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  Science.  * 

37.  Les  membres  élus  de  la  commission  d'impression  sont  nommés  pour 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  ou  dans  le  conseil. 


CHAPITRE  IV. 

PROPRIÉTÉS.    REVENUS    ET    DÉPENSES    DE   LA    SOCIÉTÉ. 

38.  Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidents  se  compo- 
sent : 

1°  Du  droit  d'admission,  montant  à  lo  francs: 
2"  De  la  cotisation  annuelle. 

39.  Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à 
ao  francs,  payables  d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents,  à  i5  francs, 
également  payables  d'avance. 

Sont  considéiés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  occu- 
pations habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

40.  Les  nouveaux  membres  devrcmt  payer  la  totalitt'  de  la  cotisation, 
quelle  fpie  soil   r('|i(i(|m'  de  leur  a(hiiissi(iii. 
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41.  Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la  coti- 
sation annuelle. 

42.  Tout  membre  qui  n'aura  pas  acquitté  la  cotisation  d'une  année 
sera,  après  avertissement  préalable  du  trésorier,  considéré  comme  démis- 
sionnaire. 

43.  La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  rem- 
placée par  une  somme  de  3oo  francs  une  fois  payée. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

44.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs. 

4o.   Les  dépenses  sont  divisées  en  ordinaires  et  extraordinaires. 

Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'imprimés, 
ports  de  lettres,  frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements  des  em- 
ployés et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  dépenses  ordinaires 
ne  peut  excéder  les  -^  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la  Société  sur  la  proposition 
du  conseil. 

46.  La  Société  ne  s'enga<îe  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 
avoir. 

CHAPITRE  V. 

REVISION   DES   STATUTS   CONSTITCTIFS   OU   DU   RÈGLEMENT   ADMINISTRATIF. 

47.  Toute  proposition  de  revision  des  statuts  constitutifs  ou  du  règle- 
ment administratif  ne  pourra  être  prise  en  considération  que  si  elle  est 
signée  collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procéder  à  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  revision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membres  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  plus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqués  par  lettres  spéciales. 

50.  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 


AVIS. 


La  Rédaction  a  l'honneur  de  prévenir  MM.  les  Auteurs  que  le 
Conseil  de  la  Société  malhénialique,  dans  sa  séance  du  16  décem- 
bre 1881,  a  pris  les  décisions  suivantes: 

1°  La  Société  prendra  à  sa  charge  la  moitié  de  la  dépense 
des  tirages  à  part  d'auteur,  pour  cinquante  exemplaires  et  au- 
dessous. 

2"  Pour  plus  de  cinquante  exemplaires,  la  Société  payera  la 
moitié  du  prix  de  cincjuante  exemplaires,  au  tarif  fixé  pour 
le  tirage  à  cinquante  exemplaires. 

Il  résulte  de  là  que  les  auteurs  auront  à  débourser  les  sommes 
suivantes  : 


NOMBRE 
DES    EXEMPLAIRES. 

23. 

50. 

100. 

200. 

300. 

400. 

500. 

1000.   1 

i 

Pour  '/4  feuille 

3 ,  G.'j 

4,25 

6,75 

i3,25 

19.75 

26,25 

32,75 

65,25 

»     Vî      » 

4,i5 

5,00 

8,5o 

16,00 

23,00 

3i  ,00 

38, 5o 

76,00 

»     '/<      » 

6,i5 

7.25 

II  ,25 

20,70 

3o,25 

39.75 

^19,25 

96,75 

»       1       » 

6,90 

8,25 

12,70 

23,70 

34,75 

45,75 

56,75 

III  ,75 

dont  ils  seront  facturés  directement  par  l'imprimerie    Gauthier- 
Villars. 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  EIIANCE. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Sur    l'évaluation    graphique    des    moments   et    des    moments 
d'inertie  des  aires  planes;  par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

(Séance  du  ji  décembi'e  i883.) 

I.  M.  CoUignon  a  fait  connaître  au  Congrès  tenu  à  Lille  en  18-4, 
par  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  une 
ingénieuse  méthode  graphique,  qui  permet  d'obtenir,  par  une 
simple  évaluation  de  surface,  le  moment,  ou  le  moment  d'inertie 
d'une  aire  plane  quelconque  par  rapport  à  un  axe  donné  dans  son 
plan.  Cela  revient,  au  point  de  vue  analytique,  à  trouver,  au 
moven  d'une  simple  quadrature,  la  valeur  de  l'intégrale  yj7/c(/, 
ou  de  l'intégrale  fxv'-dy  prise  le  long  d'un  contour  donné;  la 
méthode  se  généralise  pour  l'intégrale  Jjcv^^^dy^  où  m  est  un 
nombre  entier  et  positif. 

!2.  Voici  quelle  est  cette  méthode  :  Comprenons  le  contour  qui 
limite  l'aire  donnée  entre  deux  parallèles  à  l'axe  donné  XX';  nous 
déterminons  ainsi  sur  ce  contour  deux  points  m  et  /i,  qui  divisent 
le  contour  en  deux  branches  (A)  et  (B).  Menons  à  XX'  une  pa- 
rallèle X)X',  quelconque,  mais  extérieure  au  contour  donné,  et 
désignons  par  a  la  dislance  de  ces  deux  droites. 
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Soit  maintenant  AB  une  corde  parallèle  à  XX',  et  dont  les 
distances  à  XX' et  àX|X',  sont  j' et  j',  ;  prenons  sur  ABle  point  M, 

lel  que|rr7  =  —■',  le  point  M,  quand  AB  varie  en  restant  parallèle 

à  XX',  engendre  une  courbe  (M),  qui  va  du  point  //  au  point  ni] 
la  surface  comprise  entre  (M)  et  (B),  multipliée  par  a,  donne  le 
moment  de  l'aire  considérée  par  rapport  à  XX'. 

Si  la  courbe  (M,)  est  déduite  de  (M)  et  de  (B),  comme  (M)  l'a 
été  de  (A)  et  de  (B),  la  surface  comprise  entre  (M,)  et  (B),  mul- 
tipliée par  a-,  donne  le  moment  d'inertie  de  l'air  considéré  par 
rapport  à  XX'.  Déduisant,  toujours  par  le  même  procédé,  la 
courbe  (Mo)  des  courbes  (Mi)  et  (Bj,  on  obtient  une  surface  qui, 


multipliée  par  a'^,  donne  la  valeur  de  V inlé gvale  fxj'^ dj',  prise  le 
lon^  du  contour  donné,  et  ainsi  de  suite.  Chacune  des  courbes  (M)), 
(Mo),  (M3),  .  .  .  dérive  donc  de  la  précédente  et  de  la  courbe  (B), 
comme  (M)  dérive  de  (A)  et  de  (B)  ;  il  nous  suffît  dès  lors  de  con- 
sidérer cette  courbe  (M). 

3.  La  valeur  d'un  pi'océdé  graphique  dépendant  du  plus  ou 
moins  de  précision  que  l'on  peut  apporter  à  son  exécution,  on 
doit  s'attacher  à  déterminer  la  courbe  (M)  avec  toute  l'exactitude 
désirable.  Aussi  est-il  intéressant  de  pouvoir  obtenir,  en  même 
temps  que  chaque  point  de  cette  courbe,  la  tangente  en  ce  point. 
Tel  est  le  but  de  la  présente  Note;  nous  donnerons  aussi,  mais 
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alors  à  simple  litre  de  propriété  géométrique,  la  drlermination  du 
rayon  de  courbure. 

4.  Prenons  une  position  de  la  corde  AB;  par  les  points  A  et  B, 
menons  à  XX' les  perpendiculaires  PP,  et  QQ,  ;  tirons  P,  Q;  cette 
droite  coupe  AB  au  point  correspondant  M  de  la  courbe  (M). 

Appelons 

a  la  distance  PP|  ou  QQ,  de  XX'  et  X,X',  ; 

y  la  distance  AP  ou  BQ  de  XX'  et  AB; 

ji   la  distance  AP,  ou  BQ,  de  X,  X',  et  AB; 

X  la  longueur  AB; 

Xi   la  longueur  AM; 

a  l'angle  que  la  tangente  en  A  à  la  courbe  (A)  fait  avec  XX'; 

^  l'angle  que  la  tangente  en  B  à  la  courbe  (B)  fait  avec  XX'; 

jj.  l'angle  que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (M)  fait  avec  XX'. 

Nous  avons,  par  définition, 

^1  ^  ji  _  <^—y . 

X        a  a     ' 

donc 

nxx  =  X(«— j). 

Differentions  cette  expression  ;  il  vient 

a  dxi  =  dX (a  — y)  —  X  dy. 

Soient  d(A),  d(B)  et  d{M)  les  arcs  infiniment  petits  décrits  par 
les  points  A,  B  et  M,  lorsque  j'  s'accroît  de  dj^;  nous  avons 

dxi  =  d{M)  cos  [x  —  f^(  A.)  cosa  =  dy  (col  [x  —  cota), 
dX  =  d{B)  cos^  —  d(A)  cosa  =  dy(cot  [3  —  cota). 

L'égalité  précédente  devient  alors,  en  divisant  par  dy, 

a(cot [j.  —  cota)  =  (<3t  — y)  (cot^  —  cota)  —  X 
ou 

(i)  a  cotjj.  =jKi  cotp -i-jK  cota — X.. 

Cette  formule  est  générale,  pourvu  que  les  angles  a,  [ii  et  [J.  soient 
tous  trois  comptés  dans  le  sens  direct.  Cherchons  son  interpré- 
tation géométrique,  dans  le  cas  de  la  figure  actuelle;  elle  donne. 


en  supposanl  P,  S  parallèle  à  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (M), 

J>S  =QiT,-}-TI'  -AH. 

Menons  Q(R  parallèle  à  BT,  ;  nous  avons 

PS  =  TP— (A15  — QiTi)-  TP  — (AB  — 15H)  =  TP  — AR; 

par  suite, 

AR  =  TS, 

et  SR  est  parallèle  à  AT.  Donc  : 

En  menant  Ç^\V^  parallèle  à  la  tangente  en  B,  pais  RS  pa- 
rallèle à  la  tangente  en  A,  et  en  tirant  PS,  on  a  la  direction 
de  la  tangente  en  M. 

5.  Cette  construction  est  générale  et  indépendante  de  la  dispo- 
sition de  la  figure.  Le  problème  se  trouve  donc  ainsi  résolu  très 
simplement.  Mais  nous  devons  à  l'obligeance  de  M.  Collignon  une 
remarque  qui  permet  de  simplifier  encore  la  solution,  en  rendant 
inutiles  les  perpendiculaires  PP,  et  QQ,  à  XX',  et  en  faisant 
reposer  la  construction  sur  l'emploi  exclusif  des  tangentes  AT  et 
BT;  cette  remarque  peut  se  formuler  ainsi  :  si  l'on  déplace  la 
figure  Q,RSP,  de  la  quantité  Q)T,  parallèlement  à  XX',  le 
point  Q,  vient  en  T,,  le  point  R  en  B,  le  point  S  en  H,  BH  étant 
parallèle  à  AT,  et  le  point  P,  en  K,  AK  étant  parallèle  à  BT,. 

Dès  lors  la  construction  de  la  courbe  (M),  point  par  point,  avec 
ses  tangentes,  pourra  s'effectuer  par  le  procédé  bien  simple  qui 
suit  : 

Pour  une  position  de  la  corde  AB,  prendre  les  tangentes  AT 
et  BT';  mener  AK,  parallèle  à  BT',  juscju'à  X,  X', ,  et  BU,  paral- 
lèle à  AT,  jusqu'à  XX';  tirer  KT'  qui  donne  le  point  M  et  KH 
qui  donne  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  (M)  en  ce 
point. 

6.  Voyons  maintenant  ce  qui  a  lieu  aux  points  limites  m  et  n\ 
nous  appellerons  les  parallèles  (/??)  et  (n),  menées  par  ces  points 
à  XX',  les  droites  limites.  Piien  ne  distinguant  géométriquement 
l'une  de  ces  droites  de  l'autre,  il  nous  suffit  d'en  prendre  une, 
(m  ]  par  exemple. 
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Il  \  a  trois  cas  à  considérer  : 

1°  La  droite  (m)  se  confond  sur  une  certaine  longueur  avec  le 
contour,  c'est-à-dire  que  l'aire  est  en  partie  limitée  par  une  droite 
parallèle  à  XX.';  dans  ce  cas,  rien  ne  distingue  la  corde  (m)  d'une 
corde  AB  quelconque,  et  l'on  peut  appliquer  l'une  ou  l'autre  des 
constructions  précédentes. 

2"  La  droite  (m)  rencontre  le  contour  en  un  seul  point,  mais 
sans  être  tangente  à  ce  contour,  c'est-à-dire  le  coupe  en  un  point 
anguleux.  Il  y  a  alors  au  point  m  deux  tangentes  au  contour,  l'une 
pour  la  branche  (A),  l'autre  pour  la  branche  (B);  en  appliquant 
alors  la  seconde  construction,  on  est  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Prendre  le  point  de  /-encontre  de  la  tangente  à  la  branche  (A) 
ai'ec  XX'  et  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  à  la  branche 
(B)  avec  X,X',  ;  joindre  ces  deux  points. 

On  a  ainsi  la  direction  delà  tangente  à  la  courbe  (M)  au  point  m. 

3'^  La  droite  {m)  touche  le  contour  au  point  m;  appliquons 
dans  ce  cas  la  première  construction;  les  droites  PP,  et  QQ,  se 
confondent;  le  point  R  devient  le  point  à  l'infini  sur  AB;  le 
point  S,  le  point  à  l'infini  sur  OX';  la  droite  P,S  se  confond  alors 
avec  X,X',  ;  donc  la  tangente  en  ni  à  la  courbe  (M)  est  pa- 
rallèle à  XX'. 

7.  Nous  pouvons,  non  pas  en  vue  de  la  détermination  gra- 
phique de  la  courbe  (Mj,  mais  à  titre  de  recherche  géométrique, 
nous  proposer  de  trouver  la  relation  qui  existe  entre  le  rayon  de 
courbure  Rm  de  la  courbe  (M)  au  point  M  et  les  rayons  de  cour- 
bure Ra  et  Rb  du  contour  aux  points  A  et  B.  A  cet  eÛet,  diffé- 
rentions  l'équation  (i);  cela  nous  donne 

acl\i.         ,         .0       yid'^   ,    ,;,. y^_dX. 


J±  =  dy,  cot  ?  -  -^  +  dj-  col  a 


sin"^  a  sin-  [J 


Appelant  toujours  f/(M),  d{A),  d{B)  les  arcs  infiniment  petits 
décrits  par  les  points  M,  A,  B,  nous  avons 


d{M)  dy 

a\y.  —  — r^- 


R„  «in  iji 


-  ^2G  — 
et  de  même 

maintenant 

ffy\  =  —  dy 

et,  comme  nous  l'avons  déjà  vu, 

^X  =  </>'(cot  ,3  —  cola). 

Faisant  toutes  ces  suljstitutions  dans  la  formule  différentielle 
écrite  plus  haut,  et  divisant  par  dy^  nous  avons 

—  - r^—  =—  cot  p  —  p   '  ■   ^  Q  -i-  cota—        -. (cot  i  — cota) 

R^jSin^p.  '        R    sins^  R^sin-^a  '  ' 


■^        +p  '!:l3Q+  2(cota  — cotp); 


Rj,  sin-*  [JL       R^  sin^a       R^  sin^  fJ 

le  ravon  de  courbure  Ry  est  ainsi  déterminé  en  fonction  de  quan- 
tités toutes  connues. 

Si  (A)  et  (B)  sont  des  droites,  R^  et  Rg  sont  infinis,  et  la  for- 
mule se  réduit  à 

=  2(cotp  —  cota), 


Rj,  sin3  jjL 

c'est-à-dire 

Rj,  sin^  |JL  =  const. 

Et,  en  effet,  la  courbe  (M)  est  dans  ce  cas  une  parabole  dont 
l'axe  est  parallèle  à  XX';  or  on  sait  que,  pour  une  telle  courbe, 
R„  sin^pi  est  constant. 

Si  les  droites  sont  parallèles,  a==  (^;  alors  Rji  est  infini  et  la 
courbe  (M)  est  une  droite,  ce  qui  était  évident,  a  priori. 
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Etude  géométrique  de  la  distribution  des  efforts  autour  d'un 
point  dans  une  poutre  rectangulaire  et  dans  un  massif  de 
terre  ;  par  M.  Maurice  d'OcAgme. 

(Séance  du  i8  janvici-  1884.) 

Poutre  rectangulaire. 

Il  s'agit  ici  d'une  poutre  droite,  à  section  rectangulaire,  soumise 
à  des  eflforts  diversement  inclinés  sur  son  axe,  mais  tous  parallèles 
à  son  plan  moyen. 

Soient,  en  un  point  quelconque  de  la  poutre, 

R  la  compression  longitudinale  : 

S  l'elTort  tangentiel  sur  la  section  normale  ; 

cp  l'angle  que  fait  avec  l'axe  de  la  pièce  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  moyen  et  mené  arbitrairement  par  le  point  consi- 
déré ; 

X  la  pression  normale  sur  ce  plan  au  point  considéré; 

Y  l'effort  tangentiel  le  long  de  ce  plan  au  même  point. 

Les  forces  R,  S,  X,  Y  sont  rapportées  à  l'unité  de  surface. 
On  sait  que  l'on  a  entre  ces  diverses  quantités  les  deux  rela- 
tions 

(1)  X=:Ssin2CpM (l  —  C0S2(pj, 

(2)  Y  =  s  cos2e)H sinaco, 

2  ' 

qui  font  connaître  X  et  Y  pour  toute  valeur  de  C2. 

Nous  avons  trouvé  une  construction  géométrique  bien  simple  de 
X  et  de  Y,  qui  met  en  évidence  la  loi  de  distribution  de  ces  efforts 
autour  du  point  considéré  et  conduit  à  des  remarques  nouvelles, 
relativement  à  cette  distribution.  M.  l'Ingénieur  en  chef  CoUi- 
gnon  nous  a  fait  l'honneur  d'exposer  ce  mode  de  représentation 
dans  son  Cours  de  Résistance  des  matériaux  à  l'École  des  Ponts  et 
Chaussées.  Nous  allons  le  développer  dans  cette  Note. 
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Supposons  que  l'on  prenne  le  point  M,  dont  les  coordonnées 
sont  X  et  Y.  Pour  avoir  le  lieu  de  ce  point,  éliminons  l'angle  o 
entre  les  deux  équations  (i)  et  {■i).  A  cet  effet,  écrivons  la  première 
de  ces  équations 


(I') 


-  —  A  =  —  s  sinacû  H cos'2'j, 


et  ajoutons  son  carré  au  carré  de  (2);  cela  donne 


2  /  4 


équation   d'un  cercle  dont  le  centre  est  sur  OX  à   une  distance 

de  l'origine  OC  ^  —  et  qui  coupe  l'axe  OY  aux  points  A  et  B,  tels 

queOA  =  OB  =  S. 

Pour  déterminer  sur  ce  cercle  la  position  du  point  M,  corres- 


Fig. 
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pondant  à  une  valeur  donnée  de  o,  divisons  (2)  par  (i');  cela  nous 
donne 

Y  ScosatuM sin2Cû 


X         —  cos  2tû  —  bsinacs 


R  .  S 

Remarquant  que    \  =  MP,  -  — X  =  PC,  et -pr- =  tanga,  a  étant 
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l'anolr  .\C(),  <m  tire  de  IcMiuiilioii  précédoiilc 

Ml' 

|);ir  suite. 

.\ICP  =  a^yt'i 
el 

De  ce  qui  précède,  résulte  la  coustruclion  suivante  : 

Formons  le  rectangle  ABED  ayant  pour  cotés  AD  =  R  et 
AB  =  2  S,  et  traçons  le  cercle  circonscrit  à  ce  rectangle;  puis 
tirons  le  rayon  AC,  et  la  médiane  01,  qui  joint  les  milieux 
des  côtés  opposés  AB  et  DE;  cela  fait,  menons  par  le  centre  G 
une  droite  CM  faisant  avec  le  rayon  AC  un  angle  ACM  égal 
à  2C5,  et  abaissons  du  point  M,  où  cette  droite  coupe  le  cercle 
circonscrit,  la  perpendiculaire  MP  sur  01;  OP  est  égal  à  X.  et 
MP  à  Y. 

On  se  rend  ainsi  compte,  par  la  seule  inspection  de  la  figure, 
de  la  distribution  des  efforts  autour  du  point  considéré,  c'est- 
à-dire  des  variations  simultanées  de  X  et  de  Y  quand  ca  varie  de 
zéro  à  —. 

Nous  poserons  S^  +  y  =/•-   et  nous   appellerons,  dans  ce  qui 

suit,  /■  le  rayon  de  distribution,   a  Vangle  de  distribution  pour 
le  point  considéré. 

Faisons  varier  le  point  M  sur  le  cercle,  à  partir  du  point  A  ('). 

Au  point  A,  cp=:o,Y^S,X^o. 

Au  point  M, ,  Y  est  maximum,  et  l'on  a  Y  =  /•,  X  =  —  ;    quant 

à  l'angle  es,  il  est  déterminé  par  acs  =  -  —  a. 

Au  point  D,  \  =S,  X  =  RetTanglecsest  donné  par  2C5^-— aa. 
Donc,/>owr  le  plan  dont  l'inclinaison  sur  l'axe  est  le  complé- 
ment de  Vangle  de  distribution,  l'effort  tangentiel  est  égal  à 


(')  Il  r><l  I)ipri  rnlfiidii  ((iip,  Inrsqiif  nous  parlons,  rlans  la  suite,  des  efforts 
f'xerrés  siif  divers  fihms,  nous  ne  considéitpns  que  les  efforts  [)iis  sur  ces  plans 
an  poini  considi'i'é  dans  \;\  poulie. 
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r effort  tangentiel  dans  la  section  normale,  et  la  pression  nor- 
male est  égale  à  la  compression  longitudinale. 

Au  point  Mo,  X  est  maximum;  on  a  Y  =  o,  X  =  R -j- r  et 
2cp  =  7Ï  —  a. 

Au  point  E,  \= — S,  X  =  R,  2:5  =  7:,  ce  qu'on  savait  a 
priori. 

Au  point  M3,  Y  «,  en  valeur  absolue,    un  maximum  ;  on   a 

Y-.-        R  Stt 

1        ^         -i. 
Au  point  B,  Y=: —  S,  X  =:  o,  acp  =  27:  —  2a  ou  es  =  7:  —  a. 
Du  point  B  au  point  A,  c'est-à-dire  pour  cp  variant  de  7:  —  a  à  7:, 
X  est  négatif;  il  y  a,  par  suite,  extension  au  lieu  de  compression. 
Enfin,  au  point  M4,  X  a,  en  valeur  absolue,  un  maximum,  et 

/■ ]  )  2  O  =  2 r.  —  a. 

En  somme,  le  maximum  absolu  de  X  a  lieu  en  Mo  et  répond  à 
une  compression;  en  M^,  ce  n'est  qu'un  maximum  relatif,  répon- 
dant à  une  extension. 

On  voit  qu'à  deux  positions  du  point  M  symétriques,  par  rap- 
port k  Ox,  correspondent  la  même  pression  normale  et  des  efforts 
tangentiels  égaux  et  de  signes  contraires;  or,  si  o  et  es'  sont  les  in- 
clinaisons correspondantes,  on  a  20 -h  acs'^  2 AGI  ^  2(7:  —  a), 
ou  o  4-  o'  =  t:  —  a  ;  d'où  celte  propriété  : 

Pour  deux  plans  dont  la  somme  des  inclinaisons  sur  l'axe 
est  égale  au  supplément  de  l'angle  de  distribution,  les  pres- 
sions normales  sont  les  mêmes  et  les  efforts  tangentiels  sont 
égaux  et  de  signes  contraires. 

Prenons  maintenant  deux  positions  du  point  M,  symétriques  par 
rapport  à  M,  M3;  nous  voyons  alors  que, /'owr  deux  plans  dont  la 
somme  des  inclinaisons  sur  Vaxe  est  égale  au  complément  de 
V angle  de  distribution,  les  efforts  tangentiels  sont  les  mêmes 
et  la  somme  des  pressions  normales  est  égale  à  la  compression 
longitudin  a  le . 

A  une  valeur  donnée  du  rayon  de  distribution  répondent  une 
infinité  de  points  dans  la  poutre;  prenons  deux  quelconques  de 
ces  points  Z  et  Z';  la  valeur  commune  de  leurs  rayons  de  distri- 
bution sera  r,  leurs  angles  de  distribution  seront  a  el  a',  les  com- 
pressions longitudinales  en  ces  points  R  et  R'. 
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Nous  aurons  les  dlstribulions  relatives  à  ces  deux  points  en 
inscrivant  dans  le  cercle  de  rayon  r,  deux  rectangles  ayant  mêmes 
médianes,  et  dont  les  bases  seront  respectivement  R  et  R  .  Pre- 
nons un  point  M  quelconque  sur  le  cercle  circonscrU;  ce  pomtM 
détermine  pour  le  point  Z,  X,  Y  et  o,  et  pour  le  point  Z  ,  X ,  ^ 
et  o';  de  plus  la  ligure  montre  que 


a  —  a 


2ca -+-a  =  2'f'-l-a'     ou     ^' =  o -\- 
Y'  =  Y 

et  R'— R 

X'  =  X  H 

1 

On  peut  donner  une  interprétation  très  simple  de  ces  formules 
à  l'aide  des  considérations  suivantes  : 

Prenons,  en  un  point  Z  quelconque  de  la  poutre,  un  plan  m- 
cliné  de  l'angle  o  sur  l'axe  de  la  pièce,  et  marquons  pour  ce  point 
l'effort  tangentiel  ZT  =  Y  et  la  pression  normale  ZlN  =  X;  quand 
on  fera  varier  l'angle  .,  le  point  T  décrira  une  courbe  que  nous 
appellerons  courbe  des  efforts  tangentiels  et  le  point  N  une 
courbe  qui  sera  dite  courbe  des  pressions  normales. 

Ces  définitions  étant  posées,  les  formules  précédentes  condui- 
ront  à  l'énoncé  suivant  : 

Considérons,  au  point  Z,  /./  courbe  des  e forts  tangentiels  et 
la  courbe  des  pressions  normales;  laissant  la  première  intacte, 
augmentons  tous  les  vecteurs  de  la  seconde  de  la  quantité 
constante'^-,  puis,  faisons  tourner  toute  la  figure  de 
/V„,o7e  ^  dans  le  sens  oit  se  comptent  les  angles  o  et 
transportons-la  parallèlement  «  elle-même  au  point  Z'-  nous 
aurons  ainsi  les  deux  courbes  d'efforts  relatives  à  ce  dernier 
point. 

Donc,  en  tous  les  points  où  le  rayon  de  distribution  a  une  même 
valeur  donnée,  la  courbe  des  efforts  tangentiels  est  la  même,  a 
rorienlation  près,  et  la  courbe  des  pressions  normales  est  la 
même,  à  l'orientation  et  à  une  constante  près,  ajoutée  a  tous  les 
vecteurs. 
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Massif  de  terre. 


Soient,  en  un  point  ([uelconquc  d'an  massK"  de  terre  sans  cohé- 
sion, indéfini  en  un  sens  : 

N,  et  No  les  pressions  normales  qui  s'exercent  sur  deux  j)lans  rec- 
tangulaires se  coupant  suivant  une  droite  A  parallèle  à  la  direc- 
tion indéfinie  du  massif  et  passant  au  point  considéré; 

T  la  pression  tangentielle  sur  l'un  de  ces  plans,  qui  est  aussi  la 
pression  tangentielle  sur  l'autre; 

cp  l'angle  que  fait  avec  le  premier  de  ces  plans  un  plan  quelconque 
passant  par  la  droite  A  ; 

X  la  pression  normale  sur  ce  plan  au  point  considéré; 

Y  la  pression  tangentielle  sur  ce  plan  au  même  point; 

(0  l'angle  que  fait  avec  la  normale  à  ce  plan  la  pression  totale, 
résultante  de  X  et  de  \  ; 

<I)  l'angle  de  frottement  des  terres  considérées. 


Vis.  '^ 


Les  équations  d'équilibre  données  par  M.  Maurice  Lévv,  et  qui 
s'ol)tiennent  très  aisément,  sont 
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((non  poiiL  écrire 

A —    =    C0S2O  —  T  Sin2'^, 

■).  2 

Ni  —  N2 

Y  — sinao  -}-  T  cos?.  o. 

2  '  ' 

Comme  précédemment,  considérons  le  point  M  dont  les  coor- 
données, comptées  suivant  des  axes  rectangulaires,  sont  X  et  Y. 
Le  lieu  décrit  par  ce  point,  lorsqu'on  fait  varier  l'angle  C5,  a  pour 
équation 


c'est  un  cercle  dont  le  centre  G  est  sur  l'axe  OX,  à  une  distance  de 

N  -4-  N.-> 
l'orisfine  OC  =  — '^  et  dont  le  ravon  est 


V(^T-- 


Portons  CH  =  — ^ — -,  et  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  OX  par 

le  point  H,  HA  =T;  AC  sera  égal  à  /•. 

Pour  déterminer  sur  ce  cercle  la  position  du  point  M  corres- 
pondant à  une  valeur  donnée  de  l'angle  'o,  divisons  les  deux 
équations  membre  à  membre, 

N,-N,    .  ^^ 

V  Sni2  0-1-    1    C0S2C2 

Y  2  '  ' 


Ni+N,        N.-N,  . 

A —  C0S2O —  1  sin2  9 


Remarquant  que 

v_.,,o      V       N,-i-N, 


2 

et 

T             AH 

N,-N2~  HG-'""^"' 

2 

nous 

tirons 

de 

là 

MP 

p(^  =  tang(a-+-2(p); 

d'où 

MGP  =  a-+-2o 

et 

MCA  =  20. 

=  PG 


XII. 


/ 
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Ainsi  donc,  j)our  une  valoiir  quelconque  de  cp,  il  suffit  de  faire 

l'angle    MCA    égal   à    2 '.s    cl    d'abaisser    la    perpendiculaire    MP 

sur  OX;  on  a 

MP  =  Y     et     OP  =  X. 

Comme  précédemment,  nous  appellerons  le  cercle  ainsi  tracé 
cercle  de  distribution  au  point  considéré  ;  /•  sera  le  rayon  de 
distribution,  a  Vangle  de  distribution,  O  le  pôle  de  la  distri- 
bution. 

Tirons  OM  ;  l'angle  MOG  est  précisément  Tangle  to.  Pour  que 
que  le  massif  soit  stable  au  point  considéré,  il  faut  que,  pour 
aucune  direction  prise  autour  de  ce  point,  l'angle  co  n'atteigne  la 
valeur  de  l'angle  $  du  frottement.  Traduisons  géométriquement 
cette  condition  ;  tirons  les  droites  OF  et  OF'  inclinées  de  l'angle  $ 
sur  OX;  il  faut  que  les  droites  ainsi  menées  soient  extérieures 
au  cercle  de  distribution  ;  on  peut  encore  dire  que  l'angle  Q  que 
font  avec  OX  les  tangentes  OT  et  OT',  menées  du  pôle  au  cercle 
de  distribution,  doit  être  inférieur  à  $.  Le  cas  limite  est  celui  où 

\CT        4GT' 
f)  =  <ï):  les  anffles   — ^  et  '—^ —  définissent  alors  les  directions  de 
'  °  2  2 

glissement. 


L'angle  B  se  calcule  immédiatement  par 


CT  __      /        GT 
tangO  ^  —  -y  QQ2_QT2 


V       4NiN2-4 


4T2 

X2 


Les    directions  orthopiéziques ,    pour  lesquelles    10=0,    sont 

immédiatement  fournies  par  les  points  Mo  et  M^,  et  l'on  a,   au 

point  Mo, 

2  o  =  TT  —  a  ; 

au  point  M/,, 


2  'i  =  2  -  —  a  ; 


par  suite,  en  chacun  de  ces  points, 


N,  — N, 
tang2o  =  —  tanga  = = 


Remarquons  en  outre  qu'au  point  M4  a  lieu  le  maximum  de  la 
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pression  normale,  et.  an  point  M^  son  mininuim  ;  en  M-,, 

N,  -4-  N.2 


X  = 

en  Mo, 


X  =  !ll±2!^-r. 


Les    maxima   de   la   pression    tangentielle   sont   donnés   par   le 
point  M,,  pour  lequel 


9,  C3  = a, 

2 


et  par  le  point  M;,,  pour  lequel 
en  M,, 


3- 
2  C2  = -a  ; 

2 


en  M;,, 


X  =  '      1  =  r; 


^^^h±ll,     Y  =  -.. 


Prenant  deux  positions  du  point  M  symétriques  par  rapport  au 
centre  C,  on  a  cette  propriété  : 

Pour  deux  directions  de  plan  rectangulaires,  les  pressions 
tangentielles  sont  égales  et  de  signes  contraires^  et  la  somme 
des  pressions  normales  est  constante. 

Prenons  maintenant  deux  positions  du  point  M  symétriques  par 
rapport  à  M2M4;  nous  avons  : 

Pour  deux  directions  de  plan  dont  la  somme  des  inclinai- 
sons sur  le  plan  de  comparaison  est  égale  au  supplément  de 
i angle  de  distribution,  les  pressions  normales  sont  les  mêmes 
et  les  pressions  tangentielles  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires. 

Enfin,  considérant  deux  positions  du  point  M  symétriques  par 
rapport  à  M,M3,  on  a  : 

Pour  deux  directions  de  plan  dont  la  somme  des  inclinai- 
sons sur  le  plan  de  comparaison  est  égale  au  complément  de 
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Vcuif^le  de  distribution  les,  pressions  tan  gentiellf  a  soi^t  les  mêmes 
et  la  somme  des  pressions  normales  est  constante. 

On  peut  répéter  la  remarque  qui  a  été  faite  plus  haut,  pour  les 
points  cille  rayon  de  distribution  a  la  même  valeur. 


Sur  une  transformation  de  V équation  différentielle  linéaire 
d'un  ordre  quelconque  ;  par  M.  David  (').^ 

(Séance  du  l\  janvier  )8S4.) 

M.  Laguerre  a  démontré  {Comptes  rendus,  t.  LXXXVIII, 
p.  117  et  225)  les  deux  théorèmes  bien  i-emarquables  qui  suivent 
et  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

\°  L'équation  différentielle  linéaire  du  troisième  ordre  se  ra- 
mène par  des  quadratures  à  une  équation  de  la  forme 

d^  a         „  ,    .  du      r_, .    ^   ,    il 

2°  Dans  l'équation  différentielle  linéaire  du  z?.''''"^  ordre ,  on 
peut  faire  disparaître  le  second  et  le  troisième  terme  par  des  qua- 
dratures et  par  la  résolution  d'une  équation  linéaire  du  second 
ordre. 

Il  introduit  dans  son  analyse  une  fonction  des  coefficients  qu'il 
appelle  avec  raison  invariant. 

J'introduis  un  nouvel  invariant  qui  permet  de  compléter,  à  cer- 
tains égards,  les  théorèmes  qui  viennent  d'être  énoncés,  particuliè- 
rement en  ce  qui  concerne  les  équations  du  quatrième  ordre. 

I. 

Je  suppose  que  dans  l'équation  proposée  on  ait  fait  disparaître 
le  second  terme,  ce  qui  se  fait  par  de  simples  quadratures,  comme 


(•)  Cette  Note  contient  des  résultats  démontrés  par  M.  Halphen  dans  un  travail 
inédit  couronné  par  l'Académie  des  Sciences,  et  qui  m'est  inconnu.  Le  Mémoire 
de  M.  Halphen  ne  pouvant  paraître  qu'à  une  époque  relativement  éloignée,  elle 
présente  peut-être  encore  quelque  intérêt;  d'ailleurs  la  marche  que  j'ai  suivie  est, 
paraît-il,  différente. 


-  37  - 
on  saii;  et  je  représenle  en  conséquence  celle  équation  par 


(0 


d"r       /<(»  —  !)  g  d"-'-y  ^  ,i(n  —  i)(n—-i)  ^  d"-^y 
dP''^        1.-2  dx"-^  '^  1.2.3  f/j7«-» 

n(n~i)(n  —  9.)(n  —  3)^  d"-'*y   ^ 


1.2.3.4  dx'^-'* 

Je  fais  d'abord  j-  =  iw\  d'où  il  résulle 

d"  V       d"  Il  n  f/"-'  u  dv  _  nin  —  i)  f/''~-  "  d-v  ^ 

dP'  ^  <7r^  ^  "  T  t/j7"-i  Zr  "^       i.'2        dx''-^-  dx'^ 

el  c'est  dans  —  crue  ie  remplace  a:  par  une  fonction  quelconque 
dx"'    1       J  i 

de  ^.  Pour  cela,  j'emploie  le  théorème  des  Ibnclions  de  fonctions 
sous  la  forme 


d''  IL  _  d"^  a]_  ^  d'^'i  u        g?''     ^  d"~- "  02  — 

oii  l'on  a  mis  pour  abréviation  [/i]  au  lieu  de  i,  2,  3,  ... ,  n.  Mais 
cette  formule  demande  quelques  explications. 

Soit,  dans  une  expression  donnée,  un  terme  tel  que 


a''' a'!'- a'im'! 


par  exemple,  dans  lequel  les  quantités  «,,  «a,  «^3,  «'.  peuvent 
cire  appelées  des  quantités  successives.  La  caractéristique  D  re- 
présenle l'opération  suivante  : 


;'4-i, 


Da1^aP'a'l'a'l*=P3a'l'a'l'ai:^-''  —'—  ^  p,a'[^  a^^cûl^al^ 


P\ 


qui,  ainsi  qu'on  le  voit,  ne  porte  que  sur  les  deux  dernières  lettres. 
Dans  le  cas  où  l'avant-dernière  lettre  aurait  un  exposant  égal  à 
zéro,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  cette  lettre  manquerait,  on  serait 
conduit,  pour  le  second  terme  du  second  membre,  à  un  exposant 
négatif,  et  alors  il  faudrait  supprimer  ce  terme.  C'est  la  règle 
d'Arbogast.  Une  seconde  opération  est  représentée  par  D^,  une 
troisième  par  D-',  et  ainsi   de  suite.  Les  quantités  désignées  par 

V)    ^"~'       n2_5i^il!_,  D3     ^""'^    ,  ...  dans  l'équation  précédente 

L'i-«J  L'^-2j  [«-3J 

sont  ainsi  bien  définies  et  se  déduisent  successivement  avec  la  plus 


38  — 


grande  facilité  les  unes  des  ;iiiLres.  Si  l'on  suppose  maiiilenani 

(3) 


dz                      d^  z  di 

«1  =  —r-1       a-2  =  : — :,       «3  = 


dx 


I .  -i  d.r- 


1.2.3  dx'' 


la  formule  (2)  est  celle  du  théorème  des  fonctions  de  fonctions 
{^o\v  Journal  de  Mathématiques,  p.  67;  1882).  Pour  la  facilité 
des  opérations  qui  vont  suivre,  j'ajoute  les  relations  suivantes  : 


(4) 


dax  da-i  da^ 

dx  dx  dx 


Cela  posé,   en    employant  la  formule  (2),  je  remplace  l'équa- 
tion proposée  (i)  par  l'équation 

d"  Il      „       n  c/"-i  u  /  dv         ,  ^  X 

/i(n — i  )  d"~' u  r  d'^  i>         „  di'  /  B  \l 

n(n  —  \){  11  —  9.)  d"~^iir  d^v    „   ,      „d^v^  dv  [  B  \ 

-^ — T7^^ — ^77^L^<-'-^^^ï^«?-^--3^(D^«r^-i^«rO 

4-I.2.3P  fD3a«  3  _^  A  D<-3 -1- _-i_  a" -3')l-i-...  =  o, 

\  1.2  1.2.3      '       /J 

laquelle  devient,  en  développant  les  opérations  représentées  par  la 
caractéristique  D, 


dz'^        '        I   dz"-i 


dv 
dx 


1.2        dz 


n(n—i)  d"-^-u  \  d^v    „   ,  dv  , 

-T-  1 .21^    (rt— 2j(n— Sjaî*  -^  -f-  («  —  2)a«-3  «3-^  —  «'/-si 


n(n~i)(n  —  2)  d"-3u  \  d^v         .  d^v 

■^ 77^73 ^i^h^<'^^-^3^(«--^)«"-«^ 


'^■^d^[^''--'^)''"^'~^i'^-^)'^i''''3  +  ~<''] 


+  1.2.3 


t^   ( >i  — 3)(«— 4)(«  — 5X-6 
(n 

B-^(n  — 3)a«-*a2- 


a4 


1.2.3 

+  («— 3)(«— 4)aî^5^2«3-;-(«— 3)a?-*ai 

1.2  '     '        -       1.2.3 


Grâce  à  la  règle  d'Arbogasl,  je  n'ai  pas  écrit  le  terme  suivant,  pour 
abréger,  attendu  qu'il  s'écrit  immédiatement  à  la  suite  du  précé- 


rf2 

dx 
dx 
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dent  sans  calcul  et  sans  autre  peine  que  celui  de  l'écrire;  mais  je 
dois  en  faire  usage  dans  ce  qui  suit,  et  il  est  nécessaire  de  le  ré- 
tablir. 

On  fait  disparaître  le  second  lerme  de  cette  équation  en  posant 

dv  ,  rto 

-1- =  — '•(«  —  !)  — ; 

dx  «  1 

il  en  résulte  par  la  difïerentiation 

7  =  t'    —  («  — U(«  — i)(/i-h3)— a|-+-9(/i  — i)(/i-f-i);^«2«3  — i2(/i  — i)-^a4 

[_  tt  ^  C*  J  ^'  1  J 

—-^  =  ('    ( n  —  i)(n  -h  i)(n-{-3){  n  —  'j)  —;  al  — i8(n  — 1)( n-^  i)( n-\-3)^  ala^ 
dx*  L  "^'î     '  a\     - 

-T- 4 8 ( «  —  I ) ( n -^  I  )  ^  a^a-^-^i-i n  —  i ) (  /i -f- 1 )  —,  a\  —  Go ( n  —  i )  —  a-^    • 
ai  '  «j     ■  <*!      J 

En  substituant  ces  expressions  dans  léquation  transformée,  elle 
devient 

(5)      ' 

J  ni  n  —  i)l  n  —  ■!)(  n  —  3i„    d"-'*  u 

\  i.Ji.i,4  dz't-* 

les  coefficients  Bq,  Cq,  Eq,  -  .  .  étant  déterminés  par  les  relations 
suivantes,  relativement  très  simples  : 

i    ^        n-^i/a'l       «j           B    \        n -^  I     -2;.  l  d"^ a".  ^          B 
Bo  =  — —  [^ ^ =  — TT—  «  1  -  \      ,         -^ «1 

1  ^         n  — I  /           o?         ^a^a-^       ^  «i       ^.      B      «,  C 

^T—    — i2-^+i8 — 6 6 


(g>    ;  «î    \        «î  «ï         «1        /t -f- 1  «1     /i-1-i, 

Lo  = r—  '  3(n  -+-  oq)  — f  —  fa(/i  H-  jq)       ,     -f-  3(  «  -4-  23  j  ^  -+-  144  -^j— 

a;      (  ^    «î  ^  ^^    «j  a\  a\ 

..a,  ,      6B    r  «I  ^3"]  C     «,   ,      E     ) 

—  36 i (/î-i-i  i)  -^  —  (n-f-o)  —    — 12 1 /' 

\  «1       w-Hi  L  "1  «ij  «-T-iai       fi  +  i  ] 

IT. 

Une  grande  simplification  est  obtenue  par  rintrodu(aion  de  cer- 
taines fonctions  auxquelles  M.  Laguerre  a  donné  le  nom  i\i/n-((- 
i-ionls  des  équations  différentielles  linéain.'s. 
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En  premier  lieu,  on  trouve  presque  immédiatement  la  relation 

,7|> 

On  voit  qu'après  la  transformation  la  fonction  3  ~  —  ^C  se  re- 
produit à  un  facteur  près  dépendant  uniquement  de  la  transfor- 
mation; M.  Laguerre  l'a  nommé  invariant,  et  en  effet  la  définition 
qui  précède  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  des  invariants  dans  la 
théorie  des  formes  algébriques.  Je  ferai  seulement  remarquer  que 
M.  Laguerre  ne  l'a  obtenue  qu'en  considérant  des  équations  du 
troisième  ordre;  et  c'est  un  fait  remarquable  que,  dans  le  cas  d'un 
ordre  quelconque,  cet  invariant  est  indépendant  de  cet  ordre. 
Toutefois  j'en  ai  simplifié  un  peu  l'expression  en  supposant  que 
l'on  ait  fait  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  différentielle  ; 
en  prenant  l'équation  complète,  on  retrouve  facilement  cet  inva- 
riant sous  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  Laguerre. 

Je  détermine  un  nouvel  invariant  de  l'équation  différentielle  en 

remarquant  que  les  expressions  de  B^,     ._,  ?  —r^  renferment  les 

mêmes  arguments  que  l'expression  de  Eo  ;  je  forme  en  conséquence 
l'expression 

dans  laquelle  M,  N,  P  sont  des  constantes,  et  je  cherche  à  déter- 
miner celles-ci  de  manière  à  la  rendre  aussi  simple  que  possible. 
C'est  ainsi  qu'on  peut  égaler  à  zéro  certains  coefficients  des  argu- 
ments, et,  en  faisant  un  choix  convenable  de  ces  coefficients,  on 
est  conduit  à  poser 


5 


il  en  résulte  la  relation 


(8)   —3 -Bl  -f---— ^  — 2-^^-Eo  =  aî     —3  ^  B2-4- - -— -  —  2 -=- +  E 

^    ^  /<  -+-  1      "        o    dz-  dz  ^  V  «  -t-  i  3  dx^  dx 

\jC    multiplicateur  de  «7'  est  l'invariant  de  l'équation   différen- 
tielle dont  il  s'agit  en  ce  moment. 

En  cond)inant  les  deux  équations  (7)  et  (8)  de  manière  à  faire 
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disparaître  la  fonclion  a,,  il  vienl 

—  3 — -^B2  +  ---^  — 2-^  + E      —3 ^1^0— v-T— 2--r--f-Eo 

/i  -(-  I  5  cf.r-  «.r  /i  -t-  I  j    f/j-  CT^ 

et  cette  équation  présente  cette  propriété  curieuse,  que  le  second 
membre  reste  toujours  égal  au  premier,  quelle  que  soit  la  fonc- 
lion X  de  z  que  l'on  emploie  pour  faire  la  transformation.  Ce  pre- 
mier membre  est  un  invariant  absolu  de  Féquation  différentielle. 

III. 

Maintenant,  à  la  place  des  équations  (y)  et  (8),  nous  écrivons 
( 9 )  v^Ho  dz  =  v^  dx,     \/ë^dz  =  v^ê  dx, 

et,  à  la  place  des  formules  (G), 

J3o  = r-{-^ =(/t-f-i)    —  — j-u— -+-- b-y], 

1  aj     \al       cil       n^ij  V      ^i       ^i       «-r-i      / 

^  -2     dz  2 

V        -^  "~  5  R,    ,    9  ^-Bo   ,    „        dlÎQ 
«  -r-  I  3   as^  dz 

qui  donnent  les  valeurs  des  premiers  termes  de  la  transformée  (5) 

et  qui  renferment  une  fonction  arbitraire  a,  =  -^^  ou  6,  =  -7-  • 
^  dx  dz 

On  peut  profiter  de  diverses  manières  de  l'indétermination  de 

la  fonction -7^'  Voici  divers  cas  : 
dx 

i"  En  vertu  de  la  première  des  formules  (6  bis)^  on  peut  consi- 
dérer Bo  comme  une  fonction  donnée  de  z',  car  il  en  résulte  une 
équation  différentielle  qui  établit  une  relation  entre  x  e\.  z\  les 
équations  (g)  déterminent  ensuite  Hq  et  ©o- 

Si  l'on  fait,  par  exemple,  Bu  =  o,  on  a  l'équation  différentielle 
linéaire  du  second  ordre 


dx-  /t  -H  I      '  ' 


et  réqiKilioii  Iransforméc  (.5)  devient 
df^ Il       /i("/t  — i)(>i  — 2)„    d'^-^u       /i(rt  — i)fn  — 2)(/i  — 3)  /  dHn\d''-''u 

dz-        1.-2.3      "»  ^^^  +        ri.Ti — ~  (  ^'  ~  'tït)  i7i^  "^••• 

c'est  le  second  théorème  de  ^I.  Laguerre,  complété  par  la  détermi- 
nation de  deiiK  des  termes  de  l'équation  différentielle. 

2°  En  prenant  pour  Hq  une  fonction  arbitraire  de  «,  la  première 
des  équations  (9)  établit  une  relation  entre  j:  et  ^;  la  seconde  des 
équations  (9)  détermine  ensuite  0,,  ;  enfin  les  coefficients  Bq,  Cq,  Eq 
sont  donnés  par  les  équations  (6  bis). 

Dans  le  cas  particulier  de  /?=  ,3,  Hq  =  i ,  on  a  le  premier  théo- 
rème de  M.  Laguerre. 

3°  On  a  une  nouvelle  transformation  en  donnant  à  0o  une  va- 
leur arbitraire;  la  première  des  équations  (9)  détermine  Hq  et  les 
coefficients  Bo,  Co,  Eo  s'ensuivent. 

4°  Les  équations  (9)  donnent  encore 


En  posant 


Ho  "  Ho    dz   ~     Ho     '  îr  ^  «;  IZ?"  ~  ïî  Z?  / 


e        3    dai        I   (/H  _ 
H       «1   dx        H  dx         ' 


on  détermine  une  nouvelle  relation  entre  c  et  jc.  La  première  des 
équations  (9)  détermine  ensuite  Hq,  puis  on  en  déduit  les  coeffi- 
cients Bo,  Co,  Eo. 

En  particulier,  la  transformée  du  quatrième  ordre  devient 

-^-r  —  6  Bo  —j—;  -T-  2    3  — Ho    -p  —  ^  B  2  —  ^  — -—    m  =  o. 

dz*  dz-  \     dz  I  dz       \  3^     "       3    dz^-  j 

Ces  transformations  dépendent,  la  première  d'une  équation  dif- 
férentielle linéaire  du  second  ordre,  les  trois  autres  des  quadra- 
tures. 

Les  calculs  pour  passer  de  l'équation  proposée  (i)  à  l'équation 
transformée  (5)  sont  déjà  très  pénibles.  Comme  les  résultats  aux- 
<{uels  on  arrive  sont  relativement  très  simples,  on  doit  croire  qu'un 
calcul  meilleur  conduirait  plus  rapidement  à  ces  résultats  et  sans 
doute  à  la  détermination  d'autres  termes  de  la  transformée. 
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Su/-  un  groupe  de  transformations  des  points  de  V espace  situés 
du  même  côté  d'un  plan;  par  M.  E.  Picai\d. 

(Séance  ilu  7  mars  i88'(.) 

1.   On  connaît  l'importance  du  groupe  de  substitutions 


/      az-f-b\ 


où  rt,  b,  c,  d  sont  quatre  entiers  réels  satisfaisant  à  la  condition 
ad—bc  =  i.  A  chaque  point  z  situé  au-dessus  de  l'axe  des  quan- 
tités réelles  correspond  par  une  telle  substitution  un  point  qui  est 
également  au-dessus  du  même  axe.  On  sait  aussi  qu'à  un  point 
quelconque  du  demi-plan  correspond,  en  général,  par  une  substi- 
tution du  groupe,  un  point  et  un  seul  situé  dans  le  triangle  formé 
par  les  trois  courbes 

triangle  dont  un  des  sommets  est  à  l'infini  sur  l'axe  des  y. 

Ce  théorème  important  est,  comme  il  est  bien  connu,  étroite- 
ment lié  à  la  question  de  la  réduction  des  formes  quadratiques 
binaires  définies;  on  peut,  par  exemple,  le  rattacher  à  cette  ques- 
tion de  la  manière  suivante. 

Posons 

_ z^x-r-  iy, 

la  partie  réelle  de  -^^— — >  sera  alors 

i  c  z  -r-  cl 

acjx^  +7^) -4-  (ad-+-bc).v-+-  bd 

c- (.v^  -H  7-  )  -i-  2 cdx  -^-  d^ 

et  le  carré  du  module  de  la  même  expression  est  égal  à 

a^(x^  -+-  7^)  -r-  -iabx  -t-  b^ 
c^{x'^  -+-y'^)-r-  icdx  -h  d^- 

X,  y  désignant  ainsi  deux  constantes  arbitraires  (je  suppose  seu- 
lement y  >  o);  considérons  la  forme  quadratique  aux  indétermi- 
nées X  et  ^  , 

(  1  )  .V  -i-  xxW  ^  {.i-i  -\-  7^  )  \'\ 


—   i't  — 


celle  forme,  comme  on  le  voit,  de  suile,  est  définie.  Si  l'on  cn"ecliie 
sur  elle  la  substilulion 

(H)  (X,  Y,  d\-^bY,  cX-ha\), 

elle  devient 

![c2(j'2-t- j'2)  -f-  icd-r-h  f/2]X2 
-+-2[(.r2-hj2)f,c-i-(af/-i-  bc)x-r-  bd\\\ 
-^{a'^{x'  -^ y"-)-^  labx  -^  b']\-. 

Or  on  peut  choisir  les  entiers  rt,  6,  c,  cl  avec  la  condition 

ad  —  6c  =  I , 

de  telle  manière  que  cette  forme  soit  réduite;  je  rappelle  l'énoncé 

du  théorème  fondamental  relatif  à  la  réduction  des  foi^mes  définies. 

Soit 

AX2-+-2BXY-}-GY2 

une  forme  définie  positive  à  coefficients  quelconques 
(A>  o,  C>o,  B2  — AC<o). 

Par  une  substitution  (II)  à  coefficients  entiers,  on  peut  la  trans- 
former en  une  autre 

A'X2+2B'XY-f-G'Y2, 

dans  laquelle  on  aura  A'f  C  et  — A'f  2B';:A'. 

En  appliquant  ce  théorème  à  la  forme  (I),  on  voit  que  l'on  peut 
choisir  les  entiers  a,  b,  c,  d  de  telle  manière  que  la  forme  (III) 
soit  réduite,  par  suite 

c^(x~-r-  y-  )  -4-  2  cd  X  -f-  d' 

. ^ i : «^  j  • 

a'^{x^ -^  j^) -^'labx -+- b-         ' 

donc  le  module  de  -^ r  sera  plus  grand  que  l'unité  et  les  secondes 

conditions  de  la  réduction  nous  apprennent  que  la  partie  réelle 

-,     az  -\-  b  .  ,  , 

de  ,  est  comprise  entre  • —  -iV  et  -h  ;t. 

cz  -T-  d  *  -  - 

2.  En  cherchant  à  généraliser  ces  considérations  si  simples,  j'ai 
été  conduit  à  un  groupe  de  transformations  des  points  d'un  demi- 
espace  (porlion  de  l'espace  située  d'un  côté  d'un  plan)  tout  à  fait 
analogue  au  groupe  de  Iransformation^  des  points  d'un  demi-plan, 
dont  je  viens  de  parler. 
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Au  lieu  de  la  forme  cjuadralique  (I),  je  vais  envisager  une  forme 
quadratique  à  indéterminées  conjuguées.  On  se  rappelle  que 
M.  Hermite  a  donné  ce  nom  aux.  i'ormes  telles  que 

AXXo+  BXYo-i-BoXoY+CYYo, 

dans  laquelle  X  et  X,,  ainsi  que  Y  et  Y»  sont  deux  variables  com- 
plexes conjuguées.  A  et  C  sont  réels,  et  Bq  est  la  conjuguée  de  B  ; 
quand  BBo  —  AG  <  o,  A  >>  o,  C  >>  o,  la  forme  est  dite  définie  et 
positive.  La  forme  qui  va  remplacer  la  forme  (ï)  sera 

(I')  XXo  -4-  :rX  Yo  +  x,  X,  Y  +  (j-.ro  +72  )  yYo- 

X  est  une  quantité  complexe  arbitraire,  et  r  une  quantité  réelle 
positive. 

La  substitution 

(X,  Y,  f/X-f-ÔY,  cX-i-aY)     [ad  —  bc  =  1], 

où  maintenant  a,  b,  c,  cl  peuvent  être  complexes,  la  transforme 
en 

A' XXo  -r-  B'XYo-f-  B'o  XoY  +  G'YYo, 
en  posant 

A'  =  cco  (jrxo  -i-  JK-  )  -+-  dc^)X  -+-  docx^,  -+-  ddg, 

B'  =  caQ  (xx^j  -+-  J-)  -+-  aodx-^  cboX^,  -f-  dbo, 
G'  =  auo ( XXo  +  J" )  -f-  ^'^0 ^  -+-  b^axQ^  bb^. 

On  est  ainsi  conduit  à  une  transformation  relative  à  la  va- 
riable complexe  ^  et  à  la  somme  d7Xo  +  J'',  substitution  qui  peut 
s'écrire 

/  ,  _  cap  (  xxg  -!-  72  )  _i_  ^p  d^r  -\~  cbn  Xn  -h  dbo 

\  cco{xxo-Jry'^)-i-dcox-^doCXo-^ddo' 

i      ,    ,  ,„       aan(xxn  -+-  y^)  -+-  ba^x  -^  b^ax^  -4-  bb^ 

^  "  "^  cco{xxo  -{-  J''^)  -+-  dco X  H-  d^cxo  -i-  dd^ ' 

à  un  système  de  valeurs  de  la  quantité  complexe  x  et  de  la  quan- 
tité positive  y  correspond  par  ces  formules  un  système  parfaite- 
ment déterminé  de  x'  el  y'  (>''  étant  positif  comme  r).  Ce  mode 
de  transformation  forme  d'ailleurs  évidemment  un  groupe,  quand 
a,  b,  c,  cl  prennent  toutes  les  valeurs  complexes  satisfaisant  à  la 
relation 

ad  —  bc  =  i; 

on  peut  donner  une  forme  géométrique  à  ce  résultat.  Soient  O^,  Ov), 
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O"^  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  considé- 
rons le  demi  espace  situé  au-dessus  du  plan  des  çr,  ;  à  chaque 
point  (^,  71,  î^)  correspond  un  système  de  valeurs  de  la  quantité 
complexe  x  et  de  la  quantité  positive  r,  si  l'on  pose 

^  =  ;  ^-  i>i,    7  =  C, 

et  réciproquement  à  tout  système  {jc,y)  correspond  dans  le  demi- 
espace  un  point  (;,  r,,  J^). 

A  la  substitution  (S)  correspond  donc  une  transformation  du 
point  (i,  r,,  y)  en  un  autre  point  du  demi-espace.  Nous  sommes 
ainsi  conduit,  par  les  considérations  algébriques  qui  précèdent,  au 
mode  de  transformation  des  figures  dans  un  demi-espace,  dont 
M.  Poincaré  a  déjà  fait  usage  dans  son  Mémoire  sur  les  groupes 
kleinéens  et  auquel  il  avait  été  amené  par  des  considérations  géo- 
métriques. 

3.  Dans  ce  qui  précède,  les  coefficients  a,  6,  c,  d  étaient  des 
constantes  complexes  quelconques  de  déterminant  un.  Supposons 
maintenant  que  <7,  b,  c  el  d  soient  des  entiers  complexes  quel- 
conques satisfaisant  à  la  relation 

od  —  bc  =  i. 

Je  dis  que  dans  ce  cas  les  substitutions  (S)  formeront  un 
groupe  discontinu  pour  tout  point  du  demi-espace  non  situé  dans 
le  plan  des  ^r,. 

Pour  démontrer  ce  fait,  il  suffit  d'établir  qu'il  existe  dans  le 
demi-espace  une  certaine  région  dans  laquelle  il  n'y  aura,  en 
général,  qu'un  seul  point  (et  dans  tous  les  cas  un  nombre  limité) 
correspondant  par  des  substitutions  du  groupe  à  un  point  quel- 
conque. 

Nous  allons  faire  usage  du  théorème  relatif  à  la  réduction  des 
formes  quadratiques  binaires  définies  à  indéterminées  conjuguées. 
Etant  donnée  une  telle  forme 

AXXo+BXYo-T-BoXoY  +  CYYo         (BBo  — AC<o,     A  >  o,     C  >  o), 

dont  les  coefficients  sont  quelconques,  on  peut  trouver  une  sub- 
stitution 

(X,  Y,  dX-^-bX,  cX  +  aY), 

oiJ  et,  b,  r,  d  sont  des  entiers  complexes  de  déterminant  un,  telle 
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que,  dans  la  l'orme  transformée 

A'XXo  4-  BXYo  +  B'oXoY-^  G'YYo, 

on  ait 

A'<C',     —  A'52m'<A',     —  A'<2/i'<A' 

en  posant 

B'  =  m' -\-  li  i; 

celte  substitution  sera,  en  général,  unique;  dans  tous  les  cas,  il  n'y 
en  aura  qu'un  nombre  limité. 

Ceci  rappelé,  soit  (^,j)  un  système  de  valeurs  correspondant 
à  un  point  arbitraire  du  demi-espace  et  prenons  la  forme  (T)  cor- 
respondante ;  cette  forme  est  définie,  et  l'on  peut  trouver  une  sub- 
stitution à  coefficients  entiers 

(X,  Y,,d\^hY,  cX-i-«Y) 

qui  la  réduise  :  s'il  y  en  a  plus  d'une,  elles  seront  en  nombre 
limité.  Or  à  la  substitution  précédente  correspond  la  substitu- 
tion (S'),  effectuée  sur  (x,  y)\  mais,  d'après  les  inégalités  qui  ex- 
priment la  réduction,  on  voit  que,  pour  le  système  transformé 
\x',  y'),  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  dans  x'  seront  com- 
pris entre  —  ^  et  +  ^,  et  l'on  aura,  en  outre, 

Revenons  au  point  (;,  r,,  y)  et  soit  (;',  t/,  T)  le  transformé  cor- 
respondant à  x'  et  y ,  on  aura 

1<   J'  <  ±  1  <  7-  '<   t 

et 

nous  sommes  donc  assuré  qu'il  y  a,  en  général,  un  seul  point 
(i',  y/,  (^')  situé  dans  le  volume  limité  par  les  quatre  plans  ç=4, 
ç  =  —  ^,  '^1  =  4,  '^i  =  —  4  et  extérieur  à  la  sphère  de  ravon  un,  qui 
corresponde  par  les  substitutions  du  groupe  à  un  point  quelconque 
(ç,  T,,  'Ç)  du  demi-espace.  Le  groupe  est  donc  discontinu  et  nous 
trouvons,  en  même  temps,  son  polyèdre  fondamental;  celui-ci  est 
entièrement  analogue  au  triangle  fondamental  que  l'on  obtient 
dans  le  demi-plan  et  sur  lequel  nous  nous  sommes  arrêté  au  com- 
mencement de  cet  article. 


Sitr  la  forme  des  in  lé ij;  raies  des  éqiia lions  différenlielles  du 
premier  ordre  dans  le  iioisinage  de  cerlains  poinls  criliques ; 
par  M.  Emile  Picard. 

(Séance  du  4  avril  188:^.) 

Dans  leurs  mémorables  recherches  sur  les  équations  difleren- 
lielles  {Journal  de  U Ecole  Polytechnique,  t.  XXI),  MM.  Briot 
et  Bouquet  ont  étudié  certains  cas  où  le  coefficient  différentiel 
devient  indéterminé.  Soit  considérée  l'équation 

(i)  z'-^^fiu,x), 

et  supposons  que,  pour  :;  =  o,  ;/=  o,  le  second  membre  s'annule; 
soit,  d'ailleurs,  une  fonction  holomorphe  de  u  et  de  z  dans  le  voi- 
sinage de  ;f  =  o,  ;;  =  o. 

Ecrivons  les  premiers  termes  du  développement  àe  f[u,  z) 

f{u,  z)  =  az  +  bu-^ .  .  .  . 

MM.  Briot  et  Bouquet  ont  établi  que,  si  le  coefficient  h  n'est 
pas  égal  à  un  nombre  entier  positif,  l'équation  différentielle  admet 
une  intégrale  holomorphe  dans  le  voisinage  de  l'origine  et  s'annu- 
lant  en  ce  point.  De  plus,  si  la  partie  réelle  de  b  est  positive,  il 
existera  une  infinité  d'autres  intégrales  s'annulant  pour  :;  =  o;  il 
n'en  existe,  au  contraire,  aucune  autre  si  la  partie  de  b  est  néga- 
tive. 

Arrêtons-nous  sur  le  cas  où  la  partie  réelle  de  b  est  positive  et 
plus  grande  que  i  (nous  pouvons  faire  cette  dernière  hypothèse 
sans  restreindre  la  généralité,  voir  le  Mémoire  cité).  On  peut 
montrer  que  l'équation  différentielle  admet  une  infinité  d'inté- 
grales, s'annulant  pour  ^  =  0  et  se  ])résentant  sous  forme  de 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  et  ^*~'  ; 
c'est  ce  que  nous  avons  établi  simultanément,  M.  Poincaré  et  moi, 
il  y  a  plusieurs  années  (Poincaré,  Journal  de  l'Ecole  Polytech- 
nique, XLV"  Cahier,  et  Picard,  Sur  la  forme  des  intégrales 
des  équations  différentielles  du  second  ordre  dans  le  voisin  et  ge 
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(le  certains  points  critinnos.  Comptes  rendus,  sepli'iiibrc  et 
novembre  1878)  (').  Rappelons  la  démonstralioii  de  ce  résultat. 
Si  l'on  désigne  par  ?/,  l'intégrale  holoniorphe  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut  et  que  Ton  pose  u  =  //,  +  r,  l'érpialion  (i)  prendra 
la  forme 

dv         f  ,  ,  1 

(2)  ;— _=  clô^-'jfr,  3)]. 

'i(  r,  :;)  désignant  une  série,  sans  ternie  constant,  ordonnée  suivant 
les  puissances  croissantes  de  r  et  de  z.  Posons  maintenant  »•==).:;*, 
et  l'équation  (9,)  pourra  s'écrire 

dX  ^   _,  ;      ,     - 

(3)  —  =  X P(  3.  3''   I,  A  I. 

P  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  z  et  :?''''  et  )..  (Considérons  alors  l'équation  aux  déri- 
vées paitielles 

où  À  est  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  z  et  )  . 
On  établit  que  cette  équation  admet  une  intégrale  liolomorphe 
par  rapport  à  z  et  T,  qui  prend,  pour  z  =  o. ->-=:  o,  la  valeur  ar- 
bitraire An  ;  soit 

Si  l'on  pose  dans  cette  série  >-=  s*"',  A  devient  une  fonction 
de  z^  qui  satisfait  à  l'équation  (3). 

On  obtient  ainsi  une  infinité  d'intégrales  de  l'équation 

4  =  .!*-?<. ■,.)]. 

qui  prennent  la  valeur  zéro  pour  s  =  o.  Obtient-on  de  cette  ma- 
nière toutes  les  intégrales  qui s^ annulent  pour  :;  =  o?  Il  en  est 
effectivement  ainsi  :  c'est  ce  que  j'énonçais  dans  une  des  Notes 
citées  plus  haut.  Je  me  propose  d'en  développer  ici  la  démon- 
stration, qui  est  bien  simple. 

(')  Je  traite  flans  res  articles  des  équations  (lifTérenlieiles  du  second  ordre;  le 
cas  des  équations  du  premier  ordre  n'esl  évidcrriiiicnl  qu'un  <a-  parlii  ulier  de 
ce  cas  plus  f;(''n('-i'al. 

xn.  i 
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Il  im|Ji)rlc'  d'iil)()t(i  (If  |)i<''ciser  les  iiitéL. raies  duiil  il  s  ;iyil.  .Nous 
supposons  que  ce  soiiL  des  Ibnctions  anaivliqucs  de  z,  qui,  dans 
un  certain  domaine  autour  de  l'origine,  n'ont  d'autre  point  sin- 
gulier que  ce  dernier  point;  de  plus,  elles  tendent  vers  zéro,  fjuand 
z  tend  vers  zéro,  pourvu  toutefois  que  son  argument  reste  fini. 

Ceci  posé,  je  dis  d'abord  (pie,  si  r  est  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (2)  qui   saniiule  pour   ;  =  o,  la  limite  de -^^,  quand   ;  tend 

vers  zéro,  est  une  (piantitc  finie  dilTérente  de  zéro.  Suivons,  pour 
1(!  faire  voir,  une  marche  analogue  à  celle  qui  a  été  emplovée  par 
MM.  Brlot  et  liouquet,  dans  le  cas  où  b  était  un  nombre  négatif. 
\ous  écrirons  l'éfpiation  sous  la  forme 

où  'I  est  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  r,  el  sans 
terme  constant.  En  divisant  par  1  +  •l{v)  les  deux  membres,  nous 
aurons 

—  (  i  4-  a  ç'  -î-  a' ,  (•-  -H  . . .  )  =  o  — -  -1-  yj  (  r,  z  )  dz,       » 

y,  étant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  v  et  z. 

Prenons  un  point  ;,,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  où  une  des 
déterminations  c,  de  l'intégrale  considérée  v  soit  différente  de 
zéro.  Joignons  ce  point  à  l'origine  par  un  chemin  arbitraire  C 
(la  ligne  droite,  par  exemple),  et  soit  :;|  une  des  déterminations 
de  la  fonction  zJ'  au  point  ::,.  En  intégrant  le  long  du  chemin  C, 
depuis  le  |)oint  :;,  jus(prà  un  point  variable  :;,  nous  aurons 

f  =  ^- 

/  étant  une  fonction  de  :;,  (pu,  pour  l'origine,  a  une  valeur  finie. 
Par  suite,  quand  z  partant  du  point  c,  (c*  avant  au  début  la  déter- 
mination :;,')  tend  vers  zéro  en  sui\ant  le  chemin  C,  -^^  tend  vers 

une  valeur  finie  parfaitement  déterminée  et  différente  de  zéro, 
que  nous  désignerons  par  Aq. 

JNous  poserons  maintenant  r  =  A;*,  la  détermination  de  :;*  sur 
le  chemin  C  étant  celle  qui  a  été  précédemment  considérée;  nous 


avons  diL  que  A  saLisIcra  à  I  ('(niai  ion 

Nons  vonlons  considérer  les  intégrales  de  cette  équation,  qui 
tendent  vers  Ao  quand  z  tend  vers  zéro,  en  suivant  le  chemin  C. 
Nous  avons  obtenu,  sous  forme  de  série,  une  intégrale  A,  rem- 
plissant cette  condition,  il  faut  montrer  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autre. 
Posons  Â=:  A,  -4-  a,  y.  satisfera  à  une  équation  de  la  forme 

d[i- 

S'il  existe  une  intégrale  autre  que  À,,  cette  dernière  équation 
admettra  une  intégrale  u.,  qui  tendra  vers  zéro  quaiid  :;  se  rappro- 
chera de  Torigine  en  suivant  le  chemin  C.  Mais  cela  est  impos- 
sible; on  le  voit  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été 
fait  plus  haut;  on  a 

[ 

et  en  intégrant  sur  le  chemin  C  depuis  un  point  z,,  où  -jl  a  une  va- 
leur dilférenle  de  zéro  jusqu'à  un  point  variable  ::,  on  voit  que  le 
premier  membre  augmenterait  indéfiniment,  tandis  que  le  second 
resterait  fini. 

L'équation  (2)  n'a  donc  d'autres  intégrales  égales  à  zéro,  pour 
z  =  o,  que  celles  qui  sont  données  par  les  développements  en 
série,  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  c  et  :;*    ' . 


Sur  les   (rans/or mations  invariantes  des  dijférentielles 
elliptiques;   par  M.   Louis  Raffv. 

(S<-anre  du  \  avril  i88'i.) 

L  Définitions.  —  Soit /(x)  une  fonction  rationnelle,. et  R(^) 
un  polynôme  entier  du  troisième  ou  du  quatrième  degré.  Nous 
dirons  que  la  différentielle  elliptique 

J\x)d.r 


(1) 
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est  siiscc|)liblc  (l'iino  traiisforiuafioii  invdiidiilc.   s'il  cxislc  mit; 
l'onction  y  de  .r,  iclle  qu'on  ail 

ainsi  que 

dx  dy 


s/\\{x)  s/\\{y) 

La  transformation  invariante  consiste  dans  le  changement  de 
variable  qui  substitue  )'  à  .r;  elle  est  déterminée  pai'  Téqualion 
(jui  définit  y  comme  fonction  de  x. 

2.  Théokïîme  I.  —  Toute  différentielle  elliptique,  susceptible 
iVune  transformation  invariante,  s'intègre  en  termes  finis. 

D'après  leur  définition  même,  les  transformations  invariantes 

de  la  différentielle 

f{x)  dx 

sont  toutes  (si  elles  existent)  des  solutions  de  l'équation  d'Euler, 

dx      _  dy 

Si  donc  on  pose 

R(  j?)  =  a  -+-  P  J^  -f-  Y.r2  +  ox^  +  zx'*, 

elles  sont  comprises  parmi  les  fonctions   )',   que  définit,  pour  les 
diverses  valeurs  de  l'arbitraire  G,  la  relation 

intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler  (').  Soit  r  l'une  d'elles. 

On  a 

fi.r)=—f{y), 

d'où  résulte 

dx 


£in^=lf^:r)--f(y)] 
v/R(.r)      .  /R(x) 


(')    Voir    J.Ac.RANr.F,,   Œuvres    complètes,    t.    Il,    \k    i8.    (Sur  l'inle^ralion   de 
quelques  équations  différentielles.) 
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Or  la  clinerencc  f{x)—J\y)  est  égale  au  piodull  <le  x  —  V 
par  une  fonction  symétrique  de  x  et  de  j,  c'est-à-dire  par  une 
fonction  rationnelle  de  x+y  et  de  xy.  Posons 

s  =^+7,  p  =  xy\ 
il  vient 

/(^)-/(7)  =  (^-7)?(*'/^)' 

es  désignant  une  fonction  rationnelle  de  s  et  de  p.  Par  suite,  on  a 

/■(.r)  clx         X  —  Y  . 

v/R(^)         /H  (a-) 

Mais  l'intégrale  générale  de  l'équation  d'Euler  peut  se  mettre 
sous  l'une  des  deux  formes  (  '  ) 

dx  dx 

v/R(^)-v/K(j)-(^-7)v/G  +  3(.r+j)  +  s(x+7)S     pour  -^=z  =       -^=- • 

s/"^)  -  v/ÏÏIT)  =  i^-y)  s/Gh-  0C.r +7)  +  £(^  +7JS     pour  -^^  =  --^^^' 

Dans  les  deux  cas,  on  peut  écrire,  en  divisant  les  deux  membres 

par  y/R(j:'), 

1+  4^  =  ^-2^  ^(._^^,^_^^,^^^^_^^,^,. 

De  cette  relation,  on  tire,  en  écrivant  s  à  la  place  de  {x  +  j), 

sfKïx)  \/G  +  os  -1-  £5-^    \  «-^  / 

Substituant  dans  l'expression  de   la  différentielle  proposée,  il 
vient 

ifix)  dx  _         t^{s,p)        ^^j^  -+-dy)=       "^^'^P^'''      . 


Sf^\x)  /G -t-  05 -H  £«2  V^G-hOS  -4-  £S2 

Notre  théorème  sera  évidemment  prouvé  si  nous  montrons  que 


(•)  Voir  Lagrasge,  loc.  cit.,  p.  17-18.  Signalons  quelques  fautes  d'impression 
dans  ce  passage;  dans  toutes  les  équations  des  pages  17  et  18  (sauf  les  deux  der- 
nières de  la  page  18),  il  faut  partout  lire  G  au  lieu  de  G^  Dans  les  deux  der- 
nières équations  de  la   page  18,  le  coefficient  du    terme  en    x+y  doit  être  pris 

égal  à 

(2PY-4ap-2pG), 

et   non   pas  à 

(2;37-i-',aô-2?G). 
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p  esl  une  fonction  rationnelle  de  s  et  du  radical  y/G  +  05  +  ei'^. 

Pour  le  faire  voir,  reprenons  l'intégi-ale  de  l'équation  d'Euler, 

sous  la  première  forme  citée  plus  haut,  et  introduisons  5  et  />  à  la 

place  de  (.r-f-j»')  et  de  xy.  Nous  trouvons,  après  avoir  ordonné, 

\  +[(G-YJ'  — 4='£j^--~2[2ao-t-(G-7)(3]5  +  [32  — 4aG  =  o; 

d'où  Ton  tire 
(  3  X     p  =  [(  G  —  Y  )  0  H-  a  ^E  1 5  +  2  G  (  G  —  7  )  -+-  !3o  d=  a  y/X  y/G  +  0^  -f-  zs^ 

0-  —  4£G 

en  posant 

X  =  G [(  G  -  Y  )-  -  4  -J--\  +  r  G  -  Y  )  :-ô  +  7.0-2  ^  çji2. 


Ainsi/?  est  bien  une  fonction  rationnelle  de  5  et  de  y/G +  05  -f-  £5-, 
ce  qui  démontre  notre  théorème.  Si  0-  —  42G  était  nul,  p  serait 
une  fonction  rationnelle  de  s  :  d'où  la  même  conclusion. 

3.  Remarcjue.  —  Les  raisonnements  précédents  tombent  en 
défaut  lorsque  la  transformation  invariante  est  définie  par  l'équa- 
tion 

X  -^- y  =  s  =  const.  =  G. 

Dans  ce  cas,  le  polynôme  R(jc)  ne  peut  être  que  du  quatrième 
degré,  comme  nous  l'établirons  un  peu  plus  loin.  De  plus,  nous 
verrons  que,  si  l'on  pose 

\\[x)  =  {x  —  a){x  —  b){x  —  c){x  —  d), 

la  transformation  invariante  en  question  ne  peut  être  que  la  sui- 
vante : 

X  •+- r  =  «  -!-  6  =  c  +  d. 

Alors  on  a 

p  =  xy^x(a-\-b-x)=  (^-^r~j   ~  y" ^~/    ' 

,                      /           a  -■■  h\ 
X  —y  =  X  —  (rt  -1-  0  —  x)  —  ■>.(  X       ■  1  , 


—  5o  — 

en  sorte  (|iie  la  clIfFérenlielle  considérée  prend  la  foiine 

/  a  -^  b\      \\.    /a  —  /y\ 2       /  a  -ù  ,- 

2.  {  X 

ij{x)<lr  \  % 


04' 


a  —  /y\2 
■■i    / 


dr 


(.. 


a^b\^ 


-\-ab  — 


-)•]  [(- 


a-\-b\'^ 


-^cd- 


J 


Elle  devient  immédiatement  intégrable  en  prenant  pour  nouvelle 

a-'-h\'>- 


•iabl( 


X 


•4.   TnÉoiiiiME  II.  • —  Pour  qu'une  diffère iilielle  elliptique 

f(x)  dx  _  f(  X )  dx 

^'K{x)         \/a  H-  [ii:ï-  -7-  '^x-  -f-  Zx'-^  -x-  zx* 

soit  susceptible  dune  transformation  installante,  il  faut  et  il 
sufjit  : 

Ou  bien  que  V équation 

/{x)-^/(j)  =  o, 

mise  sous  la  forme  entière 

F{p,s)  =  o,     ip  ^  xy,  s  -^x—y), 
ait  son  premier  membre  divisible  par 

(52  -  4£G)/?  -  [(G  -  y)S  -^  2p.£].s  -  [2G(G  -  y)  +  ^.;], 
G  étant  l'une  des  racines  de  l'équation 

X  ( G)  =  G[(G  —  Y)-  -  4  '^î]  +  ( G  —  Y  )  ?ô  -i-  ao2  -^  .32  =  o  ; 

Ou  bien  qu^on  puisse  disposer  de  G,  de  manière  que  le  pre- 
mier membre  de  V équation  F(p,  5)  =  o  devienne  divisible  [)ar 
le  premier  membre  de  l'équation 

(   (o2_4çG)/>2  — 2[(G  — y)o^-2.3£]/>a-  — [(G  — Y^-  — 4'^^^^ 
^^^  f       -2[2G(G  — Y)-^  ?o]/)-2[2ao  — (G- Y)?]5^?2_  jy.G  =  o. 

En  effet,  soit  r  une  solution  de  Téquation  (i),  telle  qu'on  ail 
/(,r) +/(j^)  =  o.  Cette  fonction  jk  est  une  solution  commune 
aux  deux  équations  (i)  et  /(^)  -\- f{y)  =  o.  Le  premier  membre 
de  l'équation  /(^) +/(j/)  =  o  est  donc  divisible  «.par  celui  de 
l'équation  (i),  si  cette  dernière  est  irréductible,  ou  par  l'un  des 
facteurs  de  ce  premier  membre,  si  l'équation  (\)  représente  une 
courbe  déconiposable. 


-  :i(\  - 

Voyons  ce  qui  arrive  dans  ce  dernier  cas.  Pour  (jiie  réf|ualion  (i  ) 
se  décompose,  il  l'aul  et  il  sufïit  visihlenienl  (|ii"il  en  soil  de  même 
de  ré(|ualion  (2),  c'esl-à-dire  qu'on  ail 

X(G)  =  o; 

mais  alors  l'équation  (2)  a  pour  premier  jnendjre  le  carré  de 

T  =  (52_{,G)/.-[(G-y)5^-2,3e]5-[2G(G-y)-i-?51, 

et,  comme  le  premier  membre  de  l'équation  /(x)  -+-  f(y)  =  o  est 
divisible  par  ce  que  devient  le  trinôme  linéaire  T  quand  on  y  rem- 
place p  par  xj''  et  .ç  par  j:+^)',  le  premier  membre  de  l'équation 
F(/>,  5)  =  o  est  divisible  par  ce  trinôme  lui-même,  comme  nous 
l'avions  annoncé,  sous  la  condition  A  (G)  =  o. 

Si  l'équation  (i)  est  iiTéductible,  son  premier  membre  divise  le 
premier  membre  de  l'équation  y(j:) +y"(^' )  ^  o,  ce  qui  revient 
à  dire  que  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  divise  le  premier 
membre  de  l'équalion  F(/>,  s)  =^  o  quand  on  attribue  à  G  la  va- 
leur particulière  qui  donne  la  transformation  invariante  que  nous 
considérons. 

Réciproquement,  si  l'une  des  conditions  dont  nous  venons 
d'établir  la  nécessité  est  réalisée,  il  existe  une  transformation 
invariante.  En  effet,  dire  que  le  premier  membre  de  l'équation 
F(/>,  s)  =  o  est  divisible  par  le  trinôme  T  ou  par  le  premier 
membie  de  l'équation  (2),  c'est  dire  que  /(.r) -|-y"(j')  s'annule 
quand  on  y  remplace  >' par  sa  valeur  tirée  soit  de  l'équation  T  =  o, 
soit  de  l'équation  (2).  Dans  le  premier  cas,  l'équation  T=  o  dé- 
finit une  transformation  invariante;  dans  le  second,  l'équation  (2) 
en  définit  aussi  une.  La  proposition  énoncée  est  donc  établie. 

o.  Elle  fournit,  comme  on  le  voit  immédiatement,  une  méthode 
régulière  pour  reconnaître  si  une  différentielle  elliptique  donnée 
admet  ou  n'admet  pas  de  transformation  invariante.  En  appliquant 
cette  méthode  à  une  différentielle  convenablement  choisie, 

J'  —  I         d.r  _    ,  (r  —  I  )2 

H  a  arc  ta  112; 


par  exemple,  on  s'assure  qu'une  différentielle  elliptique  peut  être 
intégrable  en  termes  finis,  sans  être  susceptible  d'aucune  trans- 
formation invariante. 


-  S7  - 

Ce  qui  f'ait  l'intérêt  des  transformations  invariantes,  c'est 
qu'elles  permettent  d'indiquer  des  classes  très  étendues  d'inté- 
grales pseudo-elliptiques,  et  de  retrouver,  en  les  généralisant, 
certains  exemples  connus  de  difFérentielles  en  apparence  ellip- 
tiques, qui  s'intègrent  en  termes  finis.  Nous  allons  faire  connaître 
les  types  les  plus  simples,  ceux  qui  se  rattachent  aux  transfor- 
mations invariantes  du  premier  ordre. 

A  cet  effet,  nous  chercherons  toutes  les  transformations  du  pre- 
mier ordre,  qui  reproduisent,  au  signe  près,  la  différentielle  ellip- 
tique de  première  espèce,  en  supposant  successivement  que  le 
radical  porte  sur  un  polvnôme  du  troisième  et  sur  un  polynôme  du 
quatrième  degré. 

C.  Proposons-nous  de  trouver  toutes  les  transformations  du 
premier  ordre,  qui  reproduisent,  au  signe  près,  la  différentielle 

dz 


sJKz-a){z  —  h){z-c) 

Nous  savons  que  la  nouvelle  variable  /est  liée  à  z  par  une  équa- 
tion symétrique  en  z  et  t.  Soit 

la  relation  qui  définit  t.  On  en  tire 

_  L  t  -^  M 
^~  A  i  —  L  * 

Substituons  cette  valeur  dans  la  différentielle  proposée;  il  vient 

(L2  +  M^)^// 


)  (L  — Nc)f-t-Lc-i-  M 
N  i  —  L 


-  (\/  —  L)2i  /(  I-  — N«!U-HLa-i-M  (L—  N6)/-l-L6-+-M 
\  i\  i  —  L  Nf  — L 

ou  bien,  en  faisant  abstraction  du  signe, 

(  L^  -!-  AIN  )  dt 

y/l-'N  /  —  J.)l(  L  —  .\a)/  ^  L«  -^  MJ[(L  —  >i6)/  -^  L6  +  MJ[(  L  —  Ne  )/  -i-  Le  —  M  J 

Je  dis  d'abord  que  cette  expression  ne  peut  être  Identique  à 

di 

\/{t  —  a){t  —  b){t  —  'c) 


—  58  - 
si  N  est  nul.  En  efTel,  elle  prend  alors  la  lorme 

L2  dt 


Mais,  dans  ce  cas,  on  peut,  sans  i-estreindre  la  <,'énéralité  de  la 
transformation,  supposer  L  réel  et,  par  suite,  L-  posilil.  En  divi- 
sant haut  et  bas  par  L-,  on  trouve 


dt 


sj—  f  3  -i-  . . . 

Cette  différentielle  ne  peut  jamais  être  rendue  identique  à 

dt  dt 


\/{t  —  a){t  —  b){t—c)        \/-^t^-^. 


N  étant  différent  de  zéro,  nous  pouvons  désormais  le  supposer 
égal  à  I .  Il  vient  alors 

(L2+M)f//- 

v/(^  — L)[(L  — a)i-^Lrt-+-M][(L— è)/-^L6-^AI][(L-c)<-^Lc-T-MJ 

Pour  que  cette  expression  soit  identique  à 

dt 


\/{t  —  a){t  —  b){t  —  c) 


il  faut  d'abord  que  la  quantité  sous  le  radical  s'abaisse  au  troisième 
degré,  c'est-à-dire  que  L  ait  une  des  trois  valeurs  «,  b,  c.  Prenons 
L  =  «,  ce  qui  donne 

v/(rt2-4-M)(^  —  a)[( a  —  b)t  -^  ab  -^  M][{a  —  c) t  —  ac  -^  M] 

11  faut  encore  que  le  produit 

[{a  —  b)t  -^  ah  -\-  M]  [(a  —  c)f  -4-  «c  -h  M] 

s'annule  pour  t^bel  pour  t  =  c^  et  que  son  terme  en  t-  ait  pour 
coefficient  (a-  -\-M),  afin  que  le  facteur  (<?- +  jM)  soit  commun 
aux  deux  termes  de  la  fraction.  Cette  dernière  condition  s'exprime 
par  la  relation 

i  a  —  h  \  (  a  —  c  )  =  a-  -r-  M 

OU  bien 

(a  —  b)c-^ah-T^M=:o, 


—  Ii9  - 

équation  en  vertu  de  laquelle  le  facteur  biuùme 

[(a  — b)t  -^ab-+- yi] 

s'annule  pour  t  =  c.  Il  reste  donc  à  exprimer  que  le  facteur  bi- 
nôme 

[{a  —  c)t  -h  ac  -\-M] 

s'annule  pour  t  =  b;  d'où  la  relation 

(a  —  c )  b  +  ac  -^  M  =  o, 

qui  n'est  autre  que  la  précédente. 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  difîéren- 
tielle  proposée  se  reproduise,  au  signe  près,  par  la  transformation 

at  —  M 


t  —  a 
est  qu'on  pienne  [)Our  M  la  valeur 

M  =  bc  —  a{b-^c). 

La  transformation  cherchée  est  donc  entièrement  connue.  On 
en  déduira  deux  autres  en  permutant  les  trois  lettres  a,  b,  c. 
En  résumé,  l'on  a 

dz  _  ±dt 

sj{z  ~a){z  —  b){z  —  c)        \/(t  —  a)t  —  b){t  —  c) 

si  l'on  prend 

at  -i-  bc  —  a(b  -^  c  ) 


ou  bien 


ou  encore 


bt  ^-  ca  —  b(c  ^^  Cl) 
et  -i-  ab  —  c{a  -+-  b) 


et  ce  sont  là,  d'après  ce  qui  précède,  les  trois  seules  transforma- 
tions du  premier  degré  qui  répondent  à  la  question. 

Si  l'une  des  racines  «,  b,  c  était  nulle,  c  par  exemple,  laitrans- 
formation  correspondante  serait 


ab 


-  (30  — 
cl  les  deu\  aiiLres  Iransfornialions  seraient 

t  —  b 


z  =  b 


t  —  a 
t  —  a 


7.   Reinarqne.  —  Considérons  mainlenanl  la  diirércntieile 

dz  dz 


et  soit  Ç  l'une  des  racines,  supposées  distinctes,  de  l'équation 
R(:;)  =  o.  Un  calcul  facile  donne,  pour  les  trois  transformations 
du  premier  ordre  qui  reproduisent,  au  signe  près,  la  différentielle 
proposée,  cette  expression  générale 


;:;(<  —  :)  dx. 


[..(0] 


Si  l'équation  R(:;)  =  o  admet  une  racine  nulle,  la  translbrma- 
lion  correspondante  est 

o 

"'  ~  Tt' 

8.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  toutes  les  transfor- 
mations du  premier  ordre,  qui  reproduisent,  au  signe  près,  la  dif- 
férentielle 

dx  __      dx 

^{x  —  a){x—b){x  —  c){x~d)        \/^{x) 
Soit 

_  Ly  +  M 

^-  Nj-L 

une   telle  transformation.   Elle  change   la    différentielle    proposée 

dx 

en 


—  (L2^-M)^r 


v/[(L— Na)7+L«+M][(L— N6)7+L6+M][(L-Nc)7+Lc+M][(L— Nû?)7-T-Lf/-KMJ 

Supposons  d'abord  que  N  ne  soit  pas  nul,  et  prenons  N=  i,  ce 
qui  donne 

—  (L^-  +  MN)f/7 

v/[(L-o)7+L«-hM]l(L  — è)j-hLè-+-MJ[(L-c-)r+(Lc+M)][(L— fl?)7-hLflr-f-MJ 


-  ()l  — 

l'our  ([iK"  celle  diiréiviillcll*'  soil  idenlique  à 

zhcly 


La -4- M 

a. 


^J{y-~a){y-b)(y  —  c)(y  —  d) 

il  faut  d'abord  qu'on  ait 

(Li!  4-  M)2  =  (L  -  a){L  -  h)(L  —  c)(L  —  f/). 

11  faut  ensuite  que  les  racines  du  polynôme  sous  le  radical  soient 

a,  b,  c,  d. 

Examinons  si  le  premier  binôme  peut  s'annuler  pour  y  =  a. 

Posons 

■^""     a  — h 

La  racine  a  de  l'équation  i\(j-)  =  o  vérifie  la  lolation 

a"2  —  -iLj"  —  M  =  o. 

On  ne  peut  pas  admettre  que  la  même  relation  soit  vérifiée  par 
plus  de  deux  racines  de  l'équation  R(^)  =  o;  car  alors  les  deux 

équations 

R  (  ,r  )  =  o,     .r2  —  2  L  j?  —  M  =  o 

auraient  en  commun  plus  de  deux  racines,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  la  première  est  supposée  avoir  toutes  ses  racines  distinctes. 
Supposons  maintenant  que  la  relation 
.r'^  —  'ihr  —  .M  =  o 

soit  vérifiée   seulement  par  deux  des  racines  a,   h  de  l'équation 
K(x)  =  o.  On  aura 

L  =  »     M  =  —  ah. 

■j>. 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  première  condition 

,  1^2  ^  M  ,2  =  (  L  —  a  )  (  L  —  />  )  (  \.  —  c)  (  L  —  cl); 

eli<'  devient 

—  bV*  /a  —  by  a  ~  b  —  ic  a-^h  ~  id 

T^/    ~~\     2     /  ■>■  •^• 

ou  bien,  en  supprimant  le  l'acleur  ^^^—^^ ;  qui  n'esl  pas  nui. 

(,,  —  bV- =:-  —  {a^by^''r-x{a    •    h  )(  c  -\(l  ) -'^  \r(l, 


—  (i^2  — 

ou  encore 

d'  -h  b-  —  -2  ce/  =  (  rt  4-  ^ )  (  c  -f-  cl ). 

Mais  il  faut  en  cuire  que  la  troisième  racine   ''  '   '  i    du  radical  soil 
1  c  —  L 

,     ,     ,          I                -,         L r/ -^  M   ,      ,      ,  ,  , .  . 

égale  a  a,  et  la  qualricmc  — -. p-  égale  a  c;  ces  deux  condilion^ 

s'expriment  par  la  seule  équation 

L(c  -\-  d)  =  cd  —  M, 

ou  bien 

{a  -^  b) {c  -\-  d)  =  2(a6  +  cd). 

Comparant  cette  condition  avec  celle  (pii  vient  d'être  obtenue,  on 

trouve 

(a  —  b)-  =  o. 

Ainsi  l'hypothèse  présente  doit  être  rejetée;  il  est  impossible  que 
deux  racines  de  l'équation  R(jr)  =  o  appartiennent  à  l'équation 
x-  —  ihx  —  M:=o. 

Mais  je  dis  même  qu'on  ne  peut  pas  supposer  qu'une  seule  ra- 
cine <7  soit  commune  à  ces  deux  équations;  car,  si  Ton  prend  égale 

1  1  •  I-  6   -+-    "M  115'  1  •  »   ' 

a  c  la  seconde  racine     , i— >  de  1  égalité 

b  —  L  ° 

Lb~^M 

on  d('duit.  en  l'i'solvant  par  rapport  à  h, 


b  = 


17' 


c'est-à-dire  que  la  troisième  racine  du  radical  est  égale  à  6;  il 
faudrait  donc  que  la  quatrième  _  fût  égale  à  cl.  Alors  deux 
racines  a  et  d  vérifieraient  l'équation  x-  —  ^.hx  —  M  =  o,  ce  qui 
est  contre  l'hvpothèse. 

On  ne  peut  donc  obtenir  l'identification  cherchée  qu'en  grou- 
pant  les    quatre    racines   a,   b,  c,  d  par  groupes    de    deux,   tels 

(pie  si  X  est  une  des  racines  du  groupe,  — —— —  est  l'autre.  Soient 

(I  v\  h  les  deux  racines  qui  composent  un  tel  groupe.  On  a,  [>ar 
li\  pollirsc  les  deux  relalioiis 

\ui     ^\     ,     \J>  ^^^ 

a  —  \j  h  —  I. 


—  (■>:}  — 
(liii   rovirmiciil  ii  lii  coïKliliitii  iiiii(|iif 

M  -3  ab  —  \Àn-^h). 
Do  là  rôsullc 

L2-i-M  =  lJ  —  (rt-+-6)L  +  «6  =  (L  — rt)(L  — 6). 

Portons  cette  valeur  dans  l'équallon  où  ligure  L^  +  M  ;  il  vient 

(L  -  a)H\^  -  h)'-  =  (L  -  a){\.  -  6)(  L  -  c)(  L  -  r/ ), 
ou  bien 


L_rO(r.  — 6)  =  (L  — c)(L  — f/). 


d'où  l'on  tire 


ah  —  cd 


\^a-r  l>)  —  ^c  —  <l  "i' 


par  suite,  on  ol)tient 


M  =  ah  — (a  ^  b)A. 


( f,,  ^h)cd  —  (C-+-  d)ab 


(a-^b)'-(c—  d) 
D'après  cela,  la  transforuiallon  cherchée  ne  peut  être  que 

_  ( ab  —  cd)y  -^{a-^b )cd  —  {c-\-d)ab  _ 
•'"  "  '~\(a~b)  —  {c-^d)\ y  —  {ab  —  cd) 

W  faut  encore  vérilier  que,  si  l'on  y  lall,)-  =  r,  on  trouve  x  =  d. 
C'est  ce  qui  a  lieu.  La  symétrie  de  la  formule  montre  alors  que, 
en  y  faisant  _)■  =  d,  on  trouvera  x  =  c. 

Ainsi  les  seules   transformations  du  premier  ordre,  qui  rc\n^o- 

duisent,  au  signe  près,  la  différentielle -^,  sont  les  trois  trans- 
formations que  fournit  la  formule  précédente  quand  on  y  prend 
successivement,  pour  a  et  /.,  deuK  quelconques  des  quatre  racines 
de  l'équation  R(.r  )  =  o,  et,  par  conséquent,  pour  c  et  d  les  deux 
autres. 

9.    Il  reste  pourtant  à  examiner  l'Iiypothèse  N  =  o.  Dans  ce  cas, 
r.  ne  peut  être  nul;   nous  prendrons  l.  =  i,  ce  qui  donne 


et,  [»ar  !-iiile, 
d.r 


■dy 


=======^^j^=^^       ^(y~^r^^M)iy^h-^M)(y  +  c-^MKy  +  d+M  i 


—  (U  — 

(  )ii   iif  |)<'iil  supposer 

(i  -(-Al  —  —  n. 

(]ar   il   landrail  qu'uii   des   Irois   aiilres    blnùnies    />»  4- M,  /;  4- M, 

^/ _j_  jM  fût  égal  à   son  premier  terme  changé  de  signe,  et  qu'on 

eut,  par  exemple, 

b  --  M  =  -  h, 

d'où  résullerait 

M  =  ib  —  ia. 

L'équation  R(x)  =  o  aurait  deux  racines  égales,  contrairement  à 
nos  hypothèses. 
Soit  donc 

on  déduit  de  là 


et 

Il  faut  encore 
c'est-à-dire 


rt  -^  M  =  —  A  ; 

M  =  —  {a~h) 
A^M  =  —  a. 

.   —  AI  =  —  r/,     ri  -^  AI 

AI  =  — (c-^f/). 


De  la  comparaison  des  deux  valeurs  trouNées  pour  M  résulte  la 

condition 

«  -^  A  =  f  -f-  d. 

Ainsi  il  n'y  a  de  transfonnation  du  type 

.r  ~  Y  -H  AI  =  o 
que  quand  les  racines  de  l'équation  R(j")  =  o  vérifient  la  relation 

<7  -r-  /?  =  c  -^  d, 

cl  alors  on  a 

AI  =—{a  —  h)  =  —  (  c  —  r/). 

Il   n*v  a   visiblement  qu'nne   seule   transformation   de  ce   type 
N  =:  o  :  car  les  deux  formules 

.r  -^  y  ^=  a  -r  b,     .r  -r-v  =  c  ^-  d 

ne  donnent  (pi'une  seule  et  même  transformation,  et  il  est  impos- 
sible quOn  ail  à  la  fois 

a  -—  l>  =z  c  ^-  d.      a  —    f  =  b  -~  <l . 


—  (>:;  — 

«■;h-  (!<■  ('('S  il('u\  (''(iii;!!  loiis  résiillerait 

Voyons  ce  que  devient,  pour  les  diirérenlielles  de  l'espèce  par- 
ticulière qui  nous  occupe,  la  transformation  trouvée  dans  le  cas 
général.  Introduisant  l'hypothèse  c  +  rf  ^=  <7  +  6,  on  trouve 

(ab  —  cd^Y  -    (a  ~h){ah  —  cd)  , 

X  =   — -, ~ —  a  -^  b  —  r, 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  transformation  spéciale  à  ce  cas. 

Le  type  général 

(ab  —  cd)y  -^  (a  -^  b)cd  —  (c  ■■- d)ab 
^  "~        \{-~  b)  —  {c  —  d)\y  —  {  ab  —  cd ) 

comprend  donc  toutes  les  transformations  du  premier  ordre,  qui 
reproduisent,  au  signe  près,  la  différentielle 


En  particulier,  pour  la  difterentielle 

dx  ■  dx 


{x  —  \)(x  -^  \)[x  —  j^ 


^<.y-x-^){i-k-^x-^)  / 

\/  ^.-  —  ^^v-  ^  ■  /  y-  —  f.  I  \  -    '    /. 

on  trouve  les  trois  transformations 


I 


iO.   Étant  donnée  une  différentielle    ,     '    _?  où  R(.r)  est  un  polv- 

s/R{x) 

nome  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  nous  pouvons  désor- 
mais considérer  comme  connues  les  trois  transformations  du  pre- 
mier ordre,  qui  reproduisent,  au  signe  près,  cette  difterentielle, 
et  nous  les  représenterons  par 

_  Lj-  -  M 

L  et  M  ayant  les  valeurs  données  précédemment. 
Il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  fractions 


X  —  [j  -T-  \/L-  -I-  M       .r-  -4-  ig{T  —  L  )  -    M 


,  1      —- 


X  —  L  —  v/[.2  _^  M  -^^  •  -  '^  J^  ^"  -  ■  1^1 

XII. 


-   0(J   — 

donl  la    seconde   conlient    un   coel'dcient  g^  coniplrlemenl  arbi- 
traire, se  reproduisent,  changées  de  signe,  quand  on  \  fait 

x=  -^ — . 

7-L 

D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  P(^/j  et  Q(^/)  deux  pol\ nomes 
entiers  en  u  de  degré  in  cl  ne  contenant  que  des  puissances 
paires  de  ii,  mais  à  coefficienls  (juelconques,  les  deux  fonctions 


fi(^)=  ^ 


x  —  L-y-  v/L2  +  M 


J7  —  L  —  v/L2  +  M       /  x  —  h  -^  y/L-^-i-M 
—  L  —  v/L2  +  M 


fi{x)- 


x^  —  iLx  —  M  /^  _  L  -4-  v/1/^  +  M 


se  reproduiront,  changées  de  signe,  par  la  transformation 

Ly-4-  M 

X  =  — f— . 

Par  suite,  les  deux  différentielles 

fi(r)dr         f^(x)r/x 

admettront  la  transformation  invariante 
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r  — L 


La  fonction/,  (jc)  est  le  quotient  de  deux  polynômes  d'ordre  impair 
2/1  +  1  ;  la  seconde  f-2.{x)  le  quotient  de  deux  polynômes  d'ordre 
pair  2/i  +  2.  Nous  arrivons  donc  à  cette  conclusion  : 

Théorème  III.  —  Etant  donnée    la  différentielle  elliptique 
il  existe  toujours  une  infinité  de  fractions  rationnelles 


^K{x) 

f{x)  de  degré  donné  m  pair  ou  impair,  telles  que  la  différen 

j( Ol\  dor 
tielle  —,  admrtir   une  transformation  in 'variante  du  pre 

v/R(.r) 


mirr  or( 


Ire. 


—   (17   — 

Il  iTn  a  (r('\co|)li()ri  (juc  pour  m  -^  \.  On  no  Irotivc,  ponr 
//^  =  I ,  (jiir  les  six  diflércnlielles 

a:  —  L  q=  y/EmVP  /â(^) 

11.  Nous  allons  compléter  ces  résultats  en  faisant  connaître 
toutes  les  différentielles  dépendant  d'un  radical  elliptique  donné 
y/R(x')  ,qui  admettent  des  transformations  invariantes  du  premier 
ordre,  et  conséquemment  s'intègrent  en  termes  finis. 

Théorème  IV.  —  Étant  donnée  une  différentielle  elliptique 
,    ^     '  toutes  les  diiïérentielles  de  la  forme    •'^'^'    ^\  nui  ad- 

mettent  une  transformation  invariante  du  premier  ordre,  sont 
eomprises  dans  le  type 


le  symbole  'l  désignant  une  fonction  rationnelle  quelconque^  et 

.r  =  ~ — 

étant  Vune  des  trois  transformations  du  premier  ordre,  qui 
reproduisent,  au  signe  près,  la  différentielle     '^ ^ 


s/'iMr) 


En  effet,  la  transformation  invariante  qu'admet  la  différentielle 

f{  OC  ^  dcc 

'  ,'  ne  peut  être  qu'une  des  trois  transformations 

L.r-f-M 

dont  nous  avons  appris  à  calculer  les  coefficients.  Mais  on  a.  en 
général,  pour  l'expression  de  la  fonction  f{x), 

2/(.î^)=/(-2')-/(j)  =  (^-J)cp(,r--j',,r7), 

ainsi  que  nous  l'avons  montré  à  propos  du  théorème  J.  Or  comme 
ici  l'on  a 

\\  vient 

■?.f(.r)  —  (x  —  y)  o\x  -^  y,  \A  x -^  y)  -4-  M], 


—  ns  — 

et'  (iiiOti  |)('iil  ('■(l'irc 

J'{.r  )  —  (  .r  —  Y)  'hi  ,r  -^ y  ). 

Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Remarque  I.  —  Il  est  aisé  de  voir  que  les  dilTércntieiles  qui 
font  Tobjet  du  théorème  précédent  peuvent  aussi  être  mises  sous 
la  forme  équivalente 


x—h—  v/L2  +  M       \^  —  ^)  \/l\{x) 

Remarque  11.  —  Si  l'équation  R(^)  =  o  est  telle  que  les  ra- 
cines <7,  6,  c,  <f  vérifient  la  relation 

a^  b  =  c  -^  d, 
il  faut  adjoindre  aux  deux  types  dérivés  de  la  relation 

'2,f(x)  =  (x—y)<s[x-r-y,  L{x—y)^M] 
le  type  signalé  dans  la  remarque  du  n"  3. 

12.   Applications.  —  Nous  allons  retrouver  et  généraliser  cer- 
tains résultats  connus  concernant  les  intégrales  pseudo-elliptiques  : 

1°  Considérons  la  difTérentielle  "  La  valeur  de 

\'z  {z  —  a)(z  —  b  ) 

L  relative  à  la  racine  nulle  du  radical  est  L  =  o  ;  la  valeur  cor- 
respondante de  M  estM  =  rt6.  Donc,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
voir,  toutes  les  diflerenlielles  de  la  forme 

z  r^  sfâb     /  ■='  -^  ^'b  \  dz^ 

^iTz/^'^V       -       /  s/z{z  —  a){z  —  b) 

s'intègrent  en  termes  finis,  quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  •!/. 
En  prenant  avec  les  signes  supérieurs  '}  ^  i ,  on  retrouve  un  ré- 
sultat donné  dans  le  Recueil  complémentaire  d'exercices  sur  le 
Calcul  infinitésimal  de  M.  Tisserand,  p.  127. 
Pareillement,  les  deux  différentielles 

dz 


h  —\/b{b  —  a)       \   -— ^    ,\/z{z  —  a){z  —  b) 
s'intègrent  en  termes  finis,  quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  y. 


-   6*J  - 

dx 

•2"  Considérons  la  (IKFérentielle  On 

/a  -r-  [3^  -{-'(x'  -i-  fij7»  -+-  a,r'' 

voit  immédiatement,  sans  reconrir  aux  formules  établies  plus  haut, 
qu'elle  se  reproduit,  au  signe  près,  quand  on  y  cliange  .r  en  —  •  Donc, 
si  on  la  multiplie  par  une  fonction  ratj'onnelle  quelconque  chan- 
geant de  signe  quand  on  change  x  en  -_■,  on  aura  une  diflerentielle 
intégrable  en  termes  finis,  l^a  différentielle 
I  =h  .r"  dx 


signalée  par  M.  Réalis  ('),  est  une  des  différentielles  de  cette  classe 
qu'il  serait  facile  d'étendre  encore. 

13.  Voici,  pour  terminer,  une  pro|)Osition  qui  \a  nous  per- 
mettre, connaissant  une  différentielle  elliptique  susceptible  d'une 
transformation  invariante,  d'en  déduire  une  infinité  d'autres  jouis- 
sant de  la  même  propriété,  et  qui,  par  suite,  s'intégreront  en 
termes  finis. 

Si,  dans  une  intégrale  pseudo-elliptique,  on  remplace  la  variable 
par  une  fonction  rationnelle  quelconque,  on  obtient  encore  une 
intégrale  qui  s'exprime  en  termes  finis;  mais  elle  a  en  général 
l'apparence  d'une  intégrale  Iryperelliptique.  Si  l'on  effectue  le 
changement  de  variable  spécial  auquel  on  donne ,  d'après  Jacobi 
el  Abel,  le  nom  de  transformation,  l'intégrale  pseudo-elliptique 
se  cbange  en  une  autre  intégrale  pseudo-elliptique. 

Si  l'on  effectue  une  transformation  d'ordre  quelconque  sur 
une  différentielle  elliptique  susceptible  d'une  transformation  in- 
variante, on  obtiendra  une  nouvelle  difierenlielle  ,  également 
elliptique  et  également  intégral)le  en  termes  finis.  Nous  allons  voir 
qu'elle  est  également  susceptible  d'une  transformation  invariante. 

Théorème  Y.  —  Toute  transformation  (au  sens  de  Jacobi), 
effectuée  sur  une  différentielle  elliptique  susceptible  cVune 
transformation  invariante,  donne  une  différentielle  elliptique 
susceptible  d'une  t/ansformation  invariante. 

(')  Nouvettes  Aimâtes  de  MathémaiiqucH,  p.  089  ;  18S2. 
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SuiL   — z=^=  une   dillérenlielle   ellipliqut;   que  la   Iraiistbrinaliun 

z  =1  '}(^")  clianj^e  en 


Cette  nième  transformation  clian"era  la  difTérentielle  --  en 

La    transtormation     t  =  o(v)    chanirera     .  en         "  et 

/(^^^  çj^  yR(.r)J^. 

v/R(o  v/i^i(>') 

Dune,  si  ion  suppose  t  tel  cpie  l'on  ait 

avec 

dz  dt 


s/ï\{z)  /K(0 

on  aura,  par  suite, 

/I'M-^-)J+/['Hj)J  =  "- 

ainsi  (pi(.' 

dx  _^       dy 

v/r7(7)  " "~  v/Ri(j) 

Donc,  si  z  et  ^  sont  liés  par  la  relation  ci(;,  <)  =  o,  la  relation 
9['|(j:),  ']>()-)]  ^o  définira  une    transformation  invariante  de  la 

différentielle  ^'  '  ;^     " 


application.  —  Il  résulte  des  formules  du  n'^  6  que  la  diffé- 
dz 


l'cntielle ~"  admet  les  trois  transformations  inva- 


A-2 
riantes 

I  \~k'-t  i—t 


kU  k-\i  —  t)  i  —  kU 

Considérons  maintenant  la  différentielle 

f{z)dz 


du  = 


a-^ziz^.){^z   -^ 
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Si  I  1)11  a 

la  difïérentielle  admet  la  Iransformalion  invariante  z  =  t—^- 
Si  l'on  a 

la  différentielle  admet  la  transformation  invariante  z  = 
Si  l'on  a 


la  différentielle  admet  la  transformation  invariante  z  =  r^' 

Effectuons  maintenant  la  transformation 

z  =  x^. 

11  vient 

f(.r^)dx 


du  = 


\/{i  —  xi){i  —  k^x^) 
Donc,  si  la  fonction  f{x-)  vérifie  lune  des  trois  relations 

la  différentielle  du  s'intègre  en  termes  finis.   C'est  là  le  résultat 
donné    par   M.    Hermite    dans   son  Mémoire    Sur    une  formule 
cVEuler  [Journal  de  Liouville,   i88o). 
L'intégrale  générale  de  l'équation 

dx  _  _^  dy 

est 

—  4G  -^  [(/:2  —  1)2  +  2(A-2  ^  i) G  ^-  G2](:r2  -^ y-^) 

-t-  2  [(  A-2  _  I )2  _  G2 ]  ^y  —  4  A-2  G:r2  j2  =3  O. 

Les  trois  transformations  invariantes,  considérées  par  M.  Her- 
mite, s'en  déduisent,  la  première  en  faisant  G  =  —  (A"±i)-,  la 
deuxième  en  faisant  G  =  A'^  — ^  i ,  la  troisième  en  faisant  G  =  i  —  A-. 


-  n 


Quelques  piopriêtés  des  parallèles  et  des  anti-parallèles  aux 
côtés  d'un  triangle  ;  par  M.  Emile  Lemoijvk,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Polytechnique. 

(Séance  du  6  juin   1884 ). 

Nous  avons  signalé  [)Our  la  première  fois  {Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  1873),  puis  au  Congrès  de  V Association  scien- 
tijique  pour  l'avancement  des  Sciences,  et  depuis  dans  divers 
journaux  de  Mathématiques,  les  propriétés  d'un  certain  point  et 
de  certaines  droites  du  plan  d'un  triangle;  nous  avons  nommé  le 
point  :  centre  des  médianes  anti-parallèles ,  et  les  droites  :  mé- 
dianes anti-parallèles  ;  comme  les  travaux  sur  les  questions  qui 
s'\  rapportent  se  sont  multipliés  de  tous  côtés,  et  que  de  nom- 
breux géomètres  :  en  France,  MM.  Brocard,  Morel,  d'Ocagne, 
G.  Tarrv,  etc.  ;  en  Allemagne,  MiNI.  Stoll,  Kiehl,  Furhmann  et 
divers  collaborateurs  de  la  Zeitschrift ;  en  Belgique,  MM.  Neuberg, 
Cesâro,  etc.;  en  Angleterre,  M.  Tucker,  etc.,  se  sont  occupés  du 
même  sujet,  nous  croyons,  quoiqueces  considérations  soient  élé- 
mentaires, pouvoir  intéresser  encore  en  donnant  ici  quelques 
résultats  <pii  nous  semblent  nouveaux  ('  ). 

NOTATIONS. 
(ABC,  un  triangle;  O,  un  point  du  plan.) 

Par  O,  nous  menons  l'anti-parallèle  : 

1°  à  BC,  qui  coupe  BC  en  ii,  AC  en  I2,  AB  en  I3; 
•i"  à  GA,  »  2i,       »        ?.o,       »        23; 

3°  à  AB,  »  3i,       »        32,       »        33. 


(')  Nous  venons  de  recevoir  un  Mémoire  fort  étendu  et  fort  intéressant  de 
M.  Neuberg,  Mémoire  lu  le  2  février  1884  à  l'Académie  de  Belgique,  et  imprimé 
in  extenso  dans  les  Mémoires  de  l'Académie.  Dans  ce  travail,  oii  sont  généralisés 
de  la  façon  la  plus  élégante  et  étendue  au  tétraèdre  une  foule  de  théorèmes  se 
rapportant  au  triangle,  M.  Neuberg  nous  fait  l'honneur  d'appeler  point  de 
Lemoine  le  centre  des  médianes  anti-parallèles.  I,r  tilre  du  Mémoire  est  :  Me- 
moire  sur  le  tétraèdre. 


l'ai-  (  ►.   iiiiuN  mciKiiis  une  |i;iiiillèk'  : 

1°  à  L5C,  ijui  cuupc  BA  en  A^,   A(^  en  A^-; 
v>.''  à  CA,  »  CB  fil  |},.,    BA  en  B,,; 

3°  à  AB,  »  A(\  en  C„,  CB  en  G/,. 

Nijus  a|)|)ellei()ns  ç,      r,,     Z   les  trois  longiuîurs  "2131,      S^ioi      '3)^3  7 


Z,  Y,  Z 
X„  Y„  Z, 
X„  Y^,  Z, 


Bc<w,,  Ca  Af,  AiB„: 
A,.A/„  B^Bf,  C/,Ca', 

loi  3,        ^32  1,        3i32. 


Nous  rappellerons  que  le  centre  des  médianes  anti-parallèles  est 
le  point  de  concours  des  trois  droites,  qui  joignent  chaque  sommet 
du  triangle  aux  milieuv  des  anti-parallèles  à  ce  côté.  Chacune  des 
droites  divisant  ranli-parallèle  en  deux  parties  égales  s'appelle 
médiane  an ti-parallèle. 


C*  \     \E 


On  a,  pour  Lout  point  (J  du  plan  : 


V  _  V,  _    Z, 

a  h  c 

X        Y        Z 


La  première  relation  est  fort  connue,  et  la  seconde  s'en  dédtiil 
immédiatement. 


3" 


h-' 


=  ■>,  ((!)(■  ; 


eos  A        .eos  B        cos  i\ 
\n  COS  A         Yo  cos  B        Z) cos  C 
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5°  .Si  O  se  IrouK'e  sur  la  médiane  an  tl- pu  rai  le  le  partant 
de  G,  la  droite  12-^1  c>it  parallèle  à  AB. 

Si  O  se  trouve  sur  la  parallèle  à  AB  menée  par  G,  la  droite 
io2|  est  parallèle  à  la  médiane  anti-parallèle  partant  de  G. 

Si  O  se  trouve  sur  la  hauteur  partant  de  G,  la  droite  Io^h 
est  anti-parallèle  à  AB. 

Si  O  se  trouve  sur  l' anti-parallèle  à  AB  menée  par  C,  la 
droite  lo»)  sera  parallèle  à  la  hauteur  partant  de  G,  etc. 

Ges  ihéorèmes  et  d'autres  analogues  sur  les  directions  des 
droites  AcB^-  sont  des  corollaires  de  la  proposition  générale  sui- 
vante : 

Par  deux  points  O  et  O',  je  mène  : 

i"  OA,  O'A'  parallèles  entre  elles  et  coupant  en  A  et  en  A' 
une  droite  10  A  A'  ; 

2"  OB,  O'B'  parallèles  entre  elles  et  coupant  en  B  et  en  B' 
une  droite  toBB'. 

Si  A'B'  et  ojO'  sont  parallèles,  AB  et  ojO  le  seront  aussi. 

Gette  proposition  se  généralise  encore  d'une  façon  intéressante 
par  projection  conique. 

6"  Le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  on  a 

ç  -i-  Tj  -1-  ^  =  const., 
est  une  droite. 

y°  Le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  on  a 

^2-!-r,2-f-  Ç2  =:  const., 

est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  le  point  dont  les  coordonnées 
homogènes  sont 

a^  b^  c' 

COS^A        COS-D         COS^C 

et  pour  lequel  cette  somme  est  un  minimum. 
8"  Le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  on  a 

est  un  cercle  conccntricpie  au  cercle  circonscrit^  R  est  maximum 


—    /o  — 


lorsque  O  est  au  cenlre   de   ce  cercle,   nul  pour  tout  point  de  la 
circonférence. 

()"  Le  lieu  des  points  O,  pour  les([uels  on  a 

ÇX  ^_T,  V  -f-  ^Z  =  const,., 

est  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  de  concours  des  hauteurs, 
lo"  Le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels 

YZ  H-  XZ  -4-  XY  =  const., 

est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  le   point  dont  les  coordonnées 
homogènes  sont 

7,(*--")'   K—t)-   ',(!'-'-'")■■ 

pour  ce  point,  la  constante  a  un  minimum. 

Il"  Les  longueurs  X,,  Y^,  Z,  sont  proportionnelles  à  a.  b,  c, 
pour  le  point  dont  les  coordonnées  homogènes  sont 

I  i_  I 

/•«,  '•(,,  f\.,  ha,  lib,  lu-  étant  les  rayons  des  cercles  exinscrits  et  les 
hauteurs,  et  aussi  pour  les  points 

I  I  '     . 

^  rha'  ''chb'  >'hf',' 

I  _i_  '      . 


i'2"  Si,  par  le  centre  d'un  des  cercles  tangents  aux  trois  côtés 
d'un  triangle,  on  mène  une  parallèle  à  un  côté  et  l'anti-parallèle 
à  ce  même  côté,  la  partie  de  la  parallèle  comprise  entre  les  deux 
autres  côtés  est  égale  à  la  partie  de  l'anti-parallèle  comprise  entre 
ces  deux  mêmes  côtés,  c'est-à-dire  que,  pour  le  centre  du  cercle 

inscrit,  on  a 

X,  =  X,,     Y,  =  Y,.     Z,  =  Z,. 

Pour-  le  (centre  du  cercle  exinscrit  tangent  au  côté  i\C, 

\,.-\,.      Y,  =:        Y,,      z,  -        Zo 
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i3"   Le  lieu  des  points,  pour  lesquels  on  a 

X|  -f-  Y|  -f-  Z|  =  consl. 

est  une  ellipse  qui  a   pour  centre  le  point  pour  lequel  X..,  \.,,  L, 
sont  proportionnels  à 

cosA      fosB      cosC  .  ,-,  „ 

j    — ; — -1    -,     ou     cotA,  colB,  cotL, 

abc 

et  pour  lequel  les  coordonnées  homogènes  sont 

«(c3  — 62  —  3a-^j,     6(«2  _4_c2  —  362^,     c(a2  _^  ^2  —  3c2  ). 

point  pour  lequel  X^  +  Y^  +  21\  est  un  minimum. 

i4"  Pour  le  centre  de  gravité,  ;,  r,,  s  sont  proportionnels  à 

cosA      cosB      cosG 
a-  b-  c- 

pour  les  points  dont  les  coordonnées  homogènes  sont 

tangA,  tangB,        tangC; 

—  tangA,  tangB,        tangC; 

tangA.  — tangB,        tangC; 

tangA,  tangB,  — tangC: 

on  a  en  valeur  absolue 

il  est  facile  d'étudier  de  même  le  lieu  des  points  pour  lesquels 
X|— Y2— Z|,     Xf— Vf— Zf,     X2^-Y2  — Z2 

ont  une  valeur  constante,  etc.,  etc. 

i5"  Pour  tous  les  points  d'une  même  anti-parallèle  à  AB,  on  a 

a\  —  bf^  —  c^=  const. 

i6"  Appelons,  avec  Al.  de  Longchamps,  points  réciproques 
deux  points  O  et  0(,  tels  que,  si  l'on  joint  ces  points  aux  trois 
sommets,  les  di'oites  ainsi  obtenues  coupent  le  côté  opposé  en 
deux  ])oints  svmétriques  par  rapport  au  milieu  de  ce  côté. 

Si,  par  le  point  réciproque  de  l'un  des  centres  des  cercles 
tangents  aux  trois  côtés  d'un  triangle,  on  mène  des  parallèles 
aux  trois  côtés,  la  longueur  que  deux  de  ces  parallèles  inter- 
ceptent sur  le  troisième  est  la  même  pour  les  trois  côtés. 
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(  r»'st-à-(lirr  (|iir,  pour  ces  |H)inls,  on  a 

X  =  Y  =  Z. 
Les  coordonnées  homogènes  de  ces  points  sont 

III  I       I       I         I  II         II  I 

«^       W^       f^  «^       t>-        6--  rt>  i>-       C-  rt-       O-  r- 

Sl  l'on  a  :  bc  -^^  ac  =  ab^  l'un  de  ces  quatre  points  disparaît 
à  00  , 

Remarquons  que,  si  l'on  prend  les  arguésiens  (')  de  ces  points, 
arguésiens  dont  les  coordonnées  sont 

«2,    /j2^    (.2;        —«2^   6^    C2;        «,2,    —  />2,    c2;        ^2,    ^>2^    —  C^- \ 

la  ligne    qui  joint  rtiii   d'eux   à    un    sommet  divise   le    colé   op 
posé  en  deux  segments  proportionnels  aux  cubes  des  côtés  ad- 
jacents. 

Ces  théorèmes  sont  des  cas  particnliers  intéressants  de  la  pro- 
position suivante,  qui  pourrait  à  volonté  en  fournir  d'autres  ])Oiir 
ainsi  dire  à  l'infini  : 

I-"  Si  ©(X,  \  ,  Z  ,  X,,  Y,,  Z,,  Xo,  "ïo,  Zo ,  ^,  r,,  î^)  =  o  est  une 
fonction  de  degré  n  des  diverses  quantités  qui  entrent  dans 
la  parenthèse,  le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  on  a  ca  =  o, 
sera  en  général  une  courbe  du  n^ème  degré. 

La  proposition  est  presque  évidente;  car,  si  l'on  considère  que, 
les  distances  du  point  O  aux  trois  côtés  étant  a,  |B,  "',  on  a 

A  1    —      ;^ J  A 

ï  1    —     T. '  1 

■Àb 

c(a'X-^h?j) 


2  S 


«2a 

X2 

_62p 

-^"' 

Y2 

b  (  a  Y  —  c  a  ) 

-  ...s  ' 

Z2 

c(ap-f-èa) 

a  6c  en s A 

S 

Pac  cosB 

S 

Y  «6  fosC 

(')   li'arfïuésien  d'un  point  O  est  ici   If   sorond    fovrr   de   la  roiii((iir  inscrilc  ;iii 
triangle  et  (jiii  a  pour  foyer  ce  point  O. 
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Le  lieu  du  point  O,  pour  lequel  la  relation  0  =  0  est  satistaile, 
sera,  en  coordonnées  homogènes,  généralement  du  /i"""'  degré, 
puisque  ces  quantités  sont  des  fonctions  linéaires  de  a,  ^j,  v,  qui 
peuvent  être  prises  comme  coordonnées  homogènes.  Nous  avons 
dit  généralement  du  /i"™''  degré,  car  la  fonction  cp  pourrait  être 
constante  :  c'est  le  cas  des  théorèmes  i",  a",  3",  4"  {yoir  plus 
haut). 

Le  degré  pourrait  aussi  s'abaisser  si  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  s'annulait  identiquement,  etc. 

Ainsi  le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  on  a 

X,  Y,  Zi  -T-  XYZ  =  K3^ 

représente  une  ellipse  concentrique  à  l'ellipse  miuima  circonscrite 
au  triangle  et  honiothétique  avec  elle,  c'est-à-dire  que  le  lieu  est 
l'ellipse 

abc  ' 

et  non  une  courbe  du  troisième  degré. 

11  est  clair  qu'en  prenant,  dans  le  triangle,  d'autres  éléments  x^ 
)',  z  s'exprimant  linéairement  en  fonction  de  a,  ^,  v,  on  pourrait 
les  ajouter,  dans  la  l'onction  ce,  aux  éléments  examinés  dans  cette 
étude  et  faire  à  leur  suiet  les  recherches  analogues. 


Sur  une  série  à  loi  alternée;   par   M,   Maurice  d'Ocagme. 

(Séance  du  20  juin   1S84.) 

1.  JNous  rappellerons,  en  commençant,  une  foi'mule  que  nous 
avons  donnée  dernièrement  dans  les  Aouvelles  Annales  de  Ma- 
thématiques {?>"  série,  t.  III,  p.  'ji). 

Considérons  une  série  définie  par  la  loi  de  récurrence 

U„  =  rtU/,_i  -;-  6U„_2 

cl    les  valeurs   des  termes    initiaux   U„   et  U|,    supposées  absolu- 
nu'til   (|ueh;on([ucs. 
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Nous  appelons  si'-iie    f(>n(htnti'iil<(le   dr   la    proposée   celle  (pu 
s'obuent  en  conservant  la  même  loi  de  récurrence 

et  en  prenant  pour  valeurs  des  termes  initiaux 

«0  =  O,      Ui  =  i. 

On  sait  que  le  terme  u„  d'une  telle  série  est  donnée  par  la  for- 
mule 

a"  —  3« 

a  et  ^  étant  les  racines  de  Véquation  génératrice  ji 

z^  —  az  —  6  =  0 

[formule  (7)  de  notre  Mémoire].  Nous  avons  démontré  [for- 
mule (12)]  que  les  termes  de  la  première  série  peuvent  se  déduire 
de  ceux  de  sa  série  fondamentale  par  la  formule 

dont  la  présente  Note  n'est  qu'une  application. 

2.  L'idée  de  la  série  à  loi  alternée  dont  nous  allons  parler 
nous  a  été  suggérée  par  la  question  de  Géométrie  suivante  : 

Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  forme  le  triangle  Aq  Bo  €«  (') 
qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC,  puis 
le  triangle  A,B,Ci  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  côtés 
du  triangle  Ao^oCo,  et  ainsi  de  suite.  Trouver  les  coordonnées 
des  sommets  de  l'un  quelconque  A^BaCâ  des  triangles  de  cette 
suite  en  fonction  des  coordonnées  des  sommets  du  triangle 
ABC. 

Nous  représenterons  les  coordonnées  de  A  par  x  et  }■,  celles 
de  B  par  x'  et  7',  celles  de  C  par  x"  et  /',  et,  d'une  manière  gé- 
nérale, celles  de  A*  par  x/,  et  Ka,  celles  de  B^  par  x'^  et  j^^  celles 
de  Ck  par  x",^  et  jv  Nous  appellerons  de  plus  le  triangle  A^BaCa 
triangle  (k).- 


C)  On  suppose  que  le  point  Ao  rsl  lo  miliiMi  .Ir  RC.  \c  point  lî„  U'  milirn  do  \C 
cl  If  point  C„  le  milieu  de  Ali. 
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11  nous  suffit  de  considérer  les  abscisses,  le  calcul  des  ordonnées 
étant  identiquement  le  même. 
Un  calcul  direct  donne 


.r  -^  x  ,        X  -\-  T 

.r„  =  ,  X 


•X  .r  -4-  ,r  ^-  X 
X,  =   : 


■i  X  -A-'ix'  -^  3  x" 

Xi    =: ,  .Tj    = ,  X-^ 


6  .r  -f-  5  x'  -',-  5  x" 
x-i  = ,      .r  3  = ,      a- 3 


0  — 

■2 

, 

X  - 

h  ix'  -+-  x" 

l  ^ 

4 

3.r 

-4-  2.r' 

^3 

x" 

2 

8 

5x 

-^6x' 

-+-  5 

x" 

X  --  X 

'J. 

3"  -4-  .r'  -V- 

■X  x" 

4 
3  3"  -^  3  J-' 

~  ix" 

8 
^x  -\-  '^x 

-^C^r" 

i6  "^  i6 


3.  Il  sut'lit  d'observer  la  façon  dont  se  forment  métbodique- 
ment  ces  expressions  successives  pour  en  saisir  immédiatement 
la  loi. 

Pour  les  dénominateurs,  aucune  difficulté;  au  triangle  (A)  cor- 
respond le  dénominateur  2''+'. 

Pour  les  numérateurs,  la  loi  est  assez  longue  à  énoncer  : 

Prenons  le  triangle  {k)\  les  numérateurs  de  Xhi  Xf.  et  x)^  sont 
des  trinômes  du  premier  degré  en  x,  x  et  x'\  dont  les  coefficients 
sont  les  trois  mêmes  nombres  permutés  circulairement.  Le  plus 
petit  de  ces  nombres  est  égal  au  plus  grand  moins  un,  et  le  troi- 
sième est  égal  au  plus  grand  ou  au  plus  petit,  selon  que  A"  est  pair 
ou  impair.  Cette  remarque  ramène  la  recherche  des  trois  coeffi- 
(Mcnts  à  celle  du  plus  grand  seulement.  Représentant  celui-ci  par 
Li  V,  nous  voyons  que  les  trois  coefficients  sont 

U/..,     U/,,     U/,-i 
si  A"  est  pair,  et 

U^.,     Ux-  — I,     U/,-1 

si  A"  est  impair. 

Comment,  dans  chaque  expression,  répartir  les  trois  coeffi- 
cients entre  x,  x'  et  .r"?  Que  k  soit  pair  ou  impair,  deux  des 
coefficients  sont  égaux  et  le  troisième  différent;  nous  appellerons 
ce  coefficient  le  coefficient  à  pari.  Cela  posé,  nous  pourrons 
dire  que  le  coeflicient  à  part  affecte  x  dans  l'expression  de  .r^,  x' 
dans  rexpression  de  x  f.  et  x"  dans  l'expression  de  .r^. 
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i.    Si  (loin-  nous   sii|)j»osoiis  /■    ^)n\i' {/,■>. /i],  nous  ;i\  oiis 

(Uo„  —  i).r  J-  Uo/z-r'-f-  U.7„.r" 
^2"  =  — ' 7^17771 ' 

que  nous  pou\on.s  c'crire 

V.2,i\.r  —  .r'-^.7-")  —  .r 


Posant  .r  +  .r'+ J7"=  S.t,  l'I  su|)[)os;iiiL  <jue  Ton  rciujtlacc  suc- 
cessivement le  signe  (  )  |);»r  l'absence  de  signe,  par  le  signe  prime 
et  par  le  signe  seconde,  on  aura,  d'une  manière  générait', 


(3)  -^" 


■2't  .,1 


Si   nous   supposons  maintenant   /■    inij)air   [fi  =  9./) -{- i) ,  nous 
avons 

Uo^-u, ,/--!-(  11,,,^,  _i).r'-+-(lî,„_^,  —  i).r" 


(  Uo„j-i  —  1  ){.r  -•-  .r'-J-  .r")  -^  x 

et,  d'une  manière  générale,  en  employant  la  même  jiotation  rpie 
précédemment, 

S.   Les  formules  (3)  et  (4)  peuvent  être  réunies  en  une  seule, 
plus  générale,  comprenant  à  la  fois  les  cas  où  /."  est  pair  et  ceux  où 

il  est  impair;  il  suffit  pour  cela  de  représenter  par  R  (  -  )  le  reste 


de  la  division  de  k  par  •?.,  reste  qui  est   i  ou  o;  on  a  alors,  quel 
que  soit  Tentier  /.", 


(.)) 


t 

par  suite,  de  jnême 
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Les  formules  (5)  el  (5')  résoudront  eoniplèlemcnl  le  problème 
lorsque  nous  aurons  obtenu  Texpressiori  de  U^  en  i'onetion  de 
son  rang  A",  expression  que  nous  allons  ri;ebercber  niainlenant. 

6.  On  aperçoit  immédiatement  la  loi  de  formation  récurrente 
des  nombres  U  ^  on  a 

U„=i, 

Ua  =  aUi  —  j, 

U3   =   S..U2, 


et  d'une  manière  générale 

U2«-(-i   =  2U2«. 

Au  lieu  de  faire  le  calcul  direct  des  ternies  de  cette  série,  nous 
allons  généraliser  la  loi,  quitte  à  remplacer  ensuite,  dans  les  résul- 
tats obtenus,  les  coefficients  généraux  par  les  valeurs  particulières 
qu'ils  ont  dans  la  série  précédente. 

7.   Considérons  donc  la  série  définie  par  la  valeur  initiale 

et  les  deux  formules  de  récurrence 

Uj/j-i  =  aU2«-2  +  i-J' 

U2«         =YU2«-1-^5. 

a,  [îi,  y,  0  et  a  étant  absolument  quelconques. 

Éliminant  \J2n-i  entre  les  deux  formules  précédentes,  on  a 

U2,,  =  aYU2«-2  -h  '^y-i'O; 

de  même, 

ll2„-2  =  ayUart-i  4--  ?Y  -+-  0. 

Retranchant  ces  deux  égalités  l'une  de  l'autre,  nous  avons 

Ua/i  =  (  ay  -f-  i)  U2«-2  —  «Y  U2/(-4- 
Représentant   alors  les  termes  de  rang  pair  de  la  série  par  la 
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Icllrc  I',   (le  lacon  <|ii(î 

nous  voyons  quo  ces  quanlilés  formenl  à  leur  four  une   série  ré- 
currenlc  définie  par  les  valeurs  initiales 

l'o  =  «, 

et  par  la  rormiile 

P„  =(aY-i)P„_, -aYP„_,, 

c'est-à-dire  renti-ant  dans  le  type  de  celles  dont  il  a  été  parlé  an 
n"l. 

La  série  fondamentale  de  cette  série  est  définie  par 

j>„  =  (  '^Y  -+- 1  )p„-'i  —  aY/'"-2  ; 

son  équation  génératrice  est 

-2  _  (  2v  _!-  I  )  ;;  -i-  aY  =  o 
et  a  pour  racines 

•  -1  =  «Y» 


Par  suite,  l'application  de  la  formule  (i)  montre  que 

(  -aY  )"  —  r 

P"  =  —rr. — : — 


Il  en  résulte,  d'après  la  formule  (2),  pour  P,^,  la  valeur 

P„  =  (  a  f'  -+-  Py  -4-  0  )  — ■ a  Tf  — i 

-J.'l  —  I  '      aY  —  I 

ou,  après  réduction  et  remplaçant  Vu  par  Uj,^, 

U^,^^'-Y)-i^'^Y-n-3Y+o]-(^Y  +  o). 
aY-i 

On  a  ensuite 

/_.      n        --.Il      ,   o  _  (aYV'«[^(^Y  —  1)  +  Py  +  ^1  -  ^^^  -"-  f^  ' 

(  /  )  ^1n+\  —  ^  ^-in  -I-  jJ  — — '- —  . 


Si 


(S.    Les  loiiiitil(;s  (())  el  (7)  peuvent  encore  être  léiinles  en  une 
seule;   si  l'on  représente,   comme  précédemmeut,  |)ar  Im  -  )    '^' 


,.  //. 


reste  de  la  division  de  A  par  2,  et  si   Ton  désigne  par  K(^  j  la  par- 
tie entière  du  quotient  de  /.•  par  :>.,  on   voit  que  la  formule 


;h^    v,.= 


^..>,^(^)/(l)^^(,^-0+^Y^5|-(a"^^^o-^T"(^)p) 


a-;  — 1 


résume  les  deux  précédentes  et  convient  à  toute  valeur  de  /.-. 

Remarquons  que,  dans  le  cas  où  a  =  y,   cette  formule  se  slni- 
])lifie  beaucoup,  parce  qu'on  a 


Ml)>i^)=.^; 


la  formule  devient  donc  alors 

(8')  U,.  =   -J ^ ^^ '-  • 

9.  Pour    la    série   particulière  d'où  nous  sommes  parti,  nous 
avions 

a  =  Y  =  '^'     ?  =  o,     3=!=  —  I,     a  =  i; 

la  formule  (8')  donne  par  ces  substitutions 


(9) 


U/. 


>/.•  +  !  ^ 


Ai 


Cette  dernière  formule,  rapprochée  des  formules  (5)  et  (5'),  ré- 
sout le  problème  que  nous  nous  étions  proposé  en  commençant; 
on  a 


j/.+i^,''(i)     .  /A-\ 


«  i) 


S^_(— i)/^r(  J 


OU 


(.0) 


()- Sx 

A-  -     3 


yf-Hï)\ 


S^-i-iV'x^  ) 


—  h:;  — 

1  )('  niriiir. 


.  \^~H^)\^^ 


10.  Si  nous  posons  .r/. •  + .r),.  +  ;r'^.  =  S^r  ,  nous  avons,  en  rcin- 
plarant  successivement  dans  la  formule  (lo)  a:^  par  x/f,  x\  et  x\, 
et  Taisant  la  somme  de  <;es  trois  expressions 


[■•."('l-iHl-^^^-f-./'Js., 


Or   on   vérifie   aisément  que,  quel  que   soit  l'entier  /,-,  pair   ou 
imj)air,  on  a  identiquement 


(  —  1 1'-'  =  o  : 


jjar  suite, 


(le  même. 


^Xyr.    '5^  ; 


^y,  =  s, 


Ces  deux  égalités  montrent  que  le  triangle  A/fB/,Cj/,.  a  même 
centre  de  gravité  que  le  triangle  ABC,  propriété  qu'il  est  bien 
aisé  de  démontrer  par  la  Géométrie. 

11.  Dans  l'expression  (lo)  de  x'^^  le  premier  terme  est  indé- 
pendant de  A";  le  second  terme  a  un  numérateur  qui  ne  contient 
que  des  fonctions  de  /,•  finies,  quel  que  soit  k,  tandis  que  son  déno- 
minateur croît  indéfiniment  avec  k  :  ce  second  terme  tend  donc 
vers  zéro  lorsque  k  croît  au  delà  de  toute  limite.  Par  suite,  quand 
k  tend  vers  l'infini, 

c'est-à-dire  que  la  limite  commune  des  positions  qu'occupent  les 
trois  sommets  des  triangles  que  nous  considérons,  lorsqu'on  pro- 
longe indéfiniment  l'inscription  de  ces  triangles  les  uns  dans   les 
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autres,  osl  le  cenlre  de  gravilé  comnmii  de  Uuis  ces  Lriangics,  ce 
qui  était  bien  évident.  iSc^us  avons  ainsi  des  sortes  de  vérifica- 
tions de  nos  formules. 


12.     Nous   signalerons    une   remarque    (|ui     résulte   de    la    for- 
mule (  ()  ).  Si  l'on  pose 

I  1 1  I  ay  =  À . 

cette  formule  s'écrit 


(13) 


Uj/j  = 


A"\a(l  —  I) 


La  valeur  de  U-i/i  ne  dépend  que  de  À,  [j.,  a:  si  donc  on  conserve 
la  même  valeur  a  pour  le  terme  initial,  et  que  l'on  choisisse 
pour  a,  |j,  "",  0  des  systèmes  de  valeurs  quelconques,  mais  satisfai- 
sant aux  relations  (i  i)  et  (12),  on  formera  autant  de  séries  dans 
lesquelles  les  termes  de  rang  pair  seront  les  mêmes,  à  rang  égal. 

13.  Nous  allons  donner  maintenant  la  formule  générale  qui 
permet  de  calculer 


i  =  /i 


.+  u^, 


quel  que  soit  A",  U^  étant  le  terme  dont  l'expression  résulte  de  la 
formule  (8)  après  remplacement  de  A"  par  i.  On  a,  d'après  cette 
formule, 


('4) 


1=0 


ai  %•'  —  i  )  ■ 


v(.-?).)^  y  (/(¥)?) 


_    /  =  0 


Évaluons  les  trois  sommes  qui  figurent  au  second  membre.  Pour 
la  première,  on  voit  immédiatement  que,  si  A  est  pair  (A=  >.  «), 
on  a 


y  [,,,,'^(i),''(^)]^''v>-"-'-;-'i' 


ST  — 


ri  >i  k  est  impair  ('A-  =  'i /?  -j-  i), 


y  '  [(:tv)''^^)a"(^)]-^^'^'"^'~''^^'^^'^ '"""'-' 


Nous  pourrons  réunir  ces  deux  formules  en  une  seule,  conve- 
nant à  toute  valeur  de  l'entier  /,-,  de  la  manière  suivante  : 


<y»     2 


[(aïJ-^fi'/fS]  =  (aï)'=(^)"^.  +  4ùY)'^'^^-.1  , 


en  représentant  par  G  (  -  ]  la  dilTérence  k  —  E  (  - 
On  obtient  encore  immédiatement 

f  =  2  «      ,  ,    .         . 

7      \7.    ^-^  oy  =  0  ( /< -I- I -i- «a), 

(  =0 

y^     (/(i)a)  =  a[«  +  i  +  (/i  +  i)aJ, 

1-0 

formules  qui  conduisent  à  la  suivante  : 
On  trouve  de  la  même  façon 

>;  (v"(-)?)=M«^.«  +  .)vi. 

/  =  0 

d'où  l'on  conclut  ([ue,  d'une  manière  générale, 


(17) 
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Le  r;ij)|)r()(licm('iil  des  loitimles  {i  i),  (•:')),  (i<')  l'I  (17)  moiilrc 
que 


(18)^11.=  '  /.  r^, //.A  „/An     ,1,. //.\       r^ 


Si  a  =  V,  il  est  facile  de  voir  que  Ton  a,  quel  que  soit  l'entier  /.-, 


(   ^  0 


par  suile,  dans  ce  cas, 

;   [  rt  (  a"-  —  I  )  -f-  a^  -f-  0  ]  (  a'''+  '  —  f  )  (  a  -l-  1  ) 


li.   La  sommeN^  L-/  croît  indéfiniment  avec   A,   mais   le  quo- 

tient  de  cette  somme  par/r,  lorsque  ay  est  inférieur  à  l'unité,  tend 
vers  une  limite  qu'il  est  facile  d'obtenir.  En  effet,  remarquons  que, 
dans  ce  cas. 


et  que 

Ht) 


E  f  -  i  G  (  - 


lim ~  liai  —  —   ~  | 

A  A' 


Ou  eu  conclut  que,  si  av  <;  1,  on  a,  lorsque  /•'  tend  vers  l'infini. 


(19)  ''"'(  X  ^ '-'')" 

et,  si  a  ::^  V, 

1  ^  /.- 


0  (I  —  a  )  —  fJ  (  I  -!-  Y  ) 


■m  —  otv  I 


(Kj'i  ''"'(^2'^' 


2(1  —  a) 


lo.   Mous  remai-qucrons,  pour  terminer,  que   des  formules  lié- 
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monlrées  pour  la  série  à  loi  alternée  qui  vieiil  d'être  étudiée  ou 
déduit  les  formules  corres[)ondantes  relatives  à  la  suite,  nou  al- 
ternée, qui  est  définie  par 

L'o  =  a 
et 

quel  que  soit  /, . 

Il  suffit  pour  cela  de  faire  , j  =  ^  dans  les  formules  (H'),  (i8')  et 
(it)'),  où  Ton  a  déjà  supposé  a  =  •'. 

Dans  la  formule  (8'j,  nous  avons  l'expression 

a    ^  -^0  -(-  a    ^    -    '  ^p, 
qui,  pour  o  :=  [i,  devient 

o(/(l)^/(^)). 

Or,  sur  les  deux  quantités  fî  (  -  )  et  R(  — —  1?  il  v  en  a  toujours 
une  nulle  et  l'autre  égale  à  l'unité;  par  suite, 

et  la  formule  (S')  donne,  après  division  haut  et  bas  |)ar  i  -ra, 
pour  l'expression  du  terme  Uy^, 

a^- r  rt  (  a  —  n  — 'i  I  —  3 

(  2o  )  L!  /.-  =  — ' '— • 

a  —  1 

Dans  la  formule  (i8'),   où  l'on   fait   ^j  ;=:  o,  on   trouve  l'expres- 
sion 

or,  par  définition  même  de  G( -)  [formule  (  i.V)],  on  a 


'^(!j-Hl'  =  *^ 


par  suite,  la  formule  (i8')  devient,  après  division  haut  et  bas,  pai' 

(i  +  a)-', 

^    . ,         .  «  (  a     -  I  I  -^  fi  ]  (  a''+'  —  I  )  —  (  a  —  i  )  3  i  /.  -  -  i 


l'^' 


00  — 


Enfin,  si  l'on  snpposc  y.<i  ' -,  Itt  lortmih;  (  iç)')  nionlic  (|uc  l'on  <i, 
lors(|nc /.•  devient  inlini, 

/  _  '=4 


A'oU'  sur  la  théorie  des  ensembles  ;  par  INI.    Palj.  Taivnfiiy. 

(Séance  du  20  juin  188^.) 

1.  Le  très  important  travail  :  Une  coniilbation  à  la  ihéorie 
des  ensembles,  public  par  M.  Georg  Gantor  dans  le  Journal  de 
Borchardt,  t.  84,  1877,  et  réédité  dans  les  Acta  mathematica 
de  M.  Mittag-Lefler,  12,  4  (p-  Sii-SaS),  i883^  contient  une  lacune 
évidente  que  l'auteur  n'a  pas,  au  reste,  cherché  à  dissimuler. 

Après  avoir  établi  cjue  les  ensembles  linéaires  se  groupent  en 
au  moins  deux  classes  distinctes,  dont  la  ])remière  comprend  ceux 
de  même  puissance  que  la  série  des  nombres  entiers  positifs,  et 
la  seconde,  ceux  de  même  puissance  que  l'ensemble  de  toutes  les 
valeurs  réelles  entre  o  et  i,  M.  Georg  Cantor  admet,  par  induc- 
tion, qu'il  n'y  a  pas  d'autres  classes,  c'est-à-dire  d'autres  espèces 
de  puissances  pour  les  ensembles  infinis. 

Gomme  il  a  d'ailleurs  établi  que  la  puissance  de  la  première 
classe  est  la  plus  petite  (pour  les  ensembles  infinis),  il  est  clair  que 
l'induction  dont  il  s'agit  se  ramène  à  deux  négations  bien  dis- 
tinctes : 

1"  Il  n'y  a  pas  de  puissance  intermédiaire  entre  celle  de  la  pre- 
mière classe  et  celle  de  la  seconde; 

■2"  Il  u'v  a  pas  de  puissance  supérieure  à  celle  de  la  seconde 
classe. 

Dans  ses  Fondements  d'une  théorie  générale  des  ensembles 
[Annales  matliémaliques  de  Leipzig^  t.  XXI;  Acta  mathema- 
tica, p.  38i-4o8),  M.  Georg  Cantor,  pour  donner  une  solution 
complète  et  exacte  de  la  question,  est  entré  dans  un  ordre  d'idées 
où  tous  les  géomètres  ne  seront  peut-être  pas  également  disposés  à 
le  suivre;  en  tout  cas,  il  a  seulement  annoncé  comme  prochaine 
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la  (léiuonsLrallon  de  la  j)i'emièrc  négation,  et,  tout  en  maintenant 
la  seconde  en  ce  qui  concerne  les  systèmes  de  points  infinis,  il  s'est 
élevé  à  la  conception  de  classes  de  nombres  supérieurs. 

Si  on  laisse  de  côté  cette  dernière  conception  et  si  l'on  l'ail 
également  abstraction  de  toutes  celles  qui  s'y  rapportent,  il  n'en 
est  pas  moins  certain,  a|)rès  les  beaux  travaux  de  M.  GeorgCantor, 
que,  pour  la  seconde  négation,  il  n'y  a  pas  de  difficidlé  réelle; 
pour  la  première,  au  contraire,  le  défaut  d'une  démonstration  reste 
sensible. 

11  ne  faut  pas  d'ailleurs  se  tromper  sur  le  caractère  que  peut 
avoir  cette  démonstration.  Il  s'agit,  en  somme,  de  constituer  un 
symbolisme  algébi'ique  pour  représenter  les  puissances  des  en- 
sembles infinis,  et  c'est  bien  là  ce  qu'a  essayé  de  faire  M.  Georg 
Cantor,  dans  le  second  des  deux  travaux  que  j'ai  rappelés;  il  ne 
s'est  arrêté  que  devant  la  démonstration  rigoureuse  de  la  propo- 
sition :  que  la  puissance  de  V ensemble  de  tous  les  nombres  réels 
de  o  à  I  n'est  autre  que  celle  de  la  seconde  classe  de  nombres. 

Il  m'a  semblé  que  le  but  à  poursuivre  pouvait  être  atteint  par 
une  voie  plus  simple,  ou  du  moins  plus  conforme  aux  idées  géné- 
ralement admises  en  ce  qui  concerne  la  gradation  des  ordres  d'in- 
finis successifs.  On  ne  s'étonnera  donc  pas,  en  pareille  matière, 
si  le  symbolisme  que  je  proposerai  dill'ère  de  celui  de  M.  Georg- 
Cantor, et  l'on  reconnaîtra  facilement  cjue  la  divergence,  plus  ap- 
parente que  réelle  au  fond,  tient  au  mode  d'application  qu'il  fait 
de  son  principe  de  limitation. 

En  tout  cas,  la  question  doit  être  ramenée,  comme  je  l'ai  dit,  à 
l'établissement  d'un  symbolisme  représentant  la  puissance  de  la 
seconde  classe  par  rapport  à  la  première,  c'est-à-dire  à  la  puis- 
sance de  l'ensemble  des  nombres  entiers  positils.  La  vérité  de  la 
succession  immédiate  de  ces  deux  classes  d'ensembles  sera  donc 
expressément  relative  à  la  l'orme  de  ce  symbolisme  supposé  bien 
établi;  je  veux  dire  que  la  possibilité  doit  rester  ouverte  en  prin- 
cipe, sinon  en  fait,  d'introduire  ultérieurement  un  nouvel  ordre 
d'idées  pour  concevoir  des  classes  intermédiaires  correspondant  à 
de  nouveaux  symboles  dérivés  des  premiers,  de  même  que,  de  la 
notion  d'espaces  à   n.  dimensions,   n  étant  entier,  on  a  pu  passer 

à  la  nolioii  d'esi^aces  à  -    dimensions,  sans  détruire  aucuuemeiil 
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par  là  la  succession  logi(|ur  iniinédiale  entre  les  espaces  à   n   et  ;i 
//  +  1  dimensions. 

i2.  D'après  la  position  du  problème,  il  faut  évidenimcnl  partir 
de  la  considération  de  la  |)uissance  de  la  première  classe,  celle  des 
ensembles  d'objets  (points,  nombres,  etc.)  isolés  et  en  nombre 
infini,  pour  s'élever  de  là  à  la  puissance  qui  se  présentera  comme 
étant  immédiatement  supérieure. 

Pour  employer  le  langage  de  M.  Georg  Cantor,  lorsque  chaque 
dimension  d'un  ensemble  /i'P  ^  bien  défini  est  de  la  première 
puissance  (/?  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque),  l'en- 
semble est  lui-même  de  la  première  puissance,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  le  faire  correspondre,  élément  par  élément,  au  moyen 
d'une  opération  à  sens  unique,  avec  la  série  des  nombres  entiers 
positifs. 

Comme  l'expression  d'ensemble  à  n  dimensions  ne  se  prête 
point  facilement  à  la  représentation,  je  la  remplacerai  par  celle 
d'ensemble  à  n  entrées. 

Si,  en  effet,  le  nombre  des  entrées,  pour  les  ensembles  classés 
en  tables,  est  nécessairement  très  restreint  dans  la  pratique,  on 
peut  se  le  représenter  facilement  comme  croissant  au  delà  de  toute 
limite,  si,  par  exemple,  chaque  élément  d'une  première  table  à 
double  entrée  correspond  d'une  façon  unique  à  une  autre  table  à 
double  entrée,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  fixer  les  idées,  j'admettrai  que  l'ordre  dans  lequel  on  prend 
chacune  des  entrées  est  bien  défini ,  ou  autrement  que  chacune 
d'elles  sera  complètement  déterminée,  et  dans  un  sens  unique,  par 
son  rang  /??,  variant  de  i  à  /i  inclusivement. 

Chaque  entrée  sera  considérée  de  plus  comme  se  faisant  suivant 
une  suite  de  nombres  définie  sans  ambiguïté.  Si  c.j„j  est  le  nombre 
des  éléments  de  cette  suite  pour  la  «"""*'  entrée,  ce  nombre  o),„ 
sera  dit  V extension  de  ladite  enti'ée. 

Considérons  d'abord  un  ensemble  fini  d'éléments  classés  dans 
une  telle  table  à  n  entrées,  dont  les  extensions  to,,  Wo,  ...,  to„ 
sont  finies  et  connues;  le  nombre  de  ces  éléments  ou  la  puissance 
de  leur  ensemble  sera  le  produit 

il  =  tOi  tO.î  .  .  .  (.')„. 
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ol  si  Ton  suppose  (riiilh'urs 

OJj  =  CO2  =  .  .  .  =  to„  =  OJ, 

011  aura 

il  =  w«, 

Si  (0  croît  indéfiniment,  de  façon  à  représenter  la  puissance  de 
la  série  des  nombres  entiers  positifs,  n  étant  d'ailleurs  un  nombre 
entier  positif  quelconque,  mais  déterminé,  il  reste  de  la  premu'-re 
puissance,  conformément  à  la  proposition  rappelée  plus  haut. 

11  est  clair  que  l'on  ne  peut  maintenir  la  même  conclusion  si  l'on 
fait  croître  en  même  temps  n  au  delà  de  toutes  limites,  et  nous 
apercevons  dans  ce  procédé  un  moyen  d'arriver  à  nous  représenter 
un  ensemble  dont  la  puissance,  supérieure  à  la  première,  pourra 
correspondre  au  symbole  to'". 

Mais  nous  reconnaissons  immédiatement  aussi  que  nous  pou- 
vons égalem^t  dépasser  la  première  puissance,  en  faisant  croître 
encore  n  au  delà  de  toute  limite,  tandis  que  la  valeur  commune  de 
l'extension  des  entrées  reste  égale  à  un  nombre  entier  positif  a 
d'ailleurs  quelconque,  mais  déterminé  et  par  conséquent  fini. 

Nous  arrivons  ainsi  à  un  autre  symbole  a'^  dont  la  puissance 
serait  également  supérieure  à  celle  de  co,  et  il  est  clair  d'ailleurs 
que,  dans  l'ordre  d'idées  où  nous  nous  plaçons,  il  ne  peut  y  avoir 
d'autre  puissance  intermédiaire  entre  celle  de  (o  et  celle  de  a«. 
Nous  pourrons  dire;  par  conséquent,  que,  to  étant  de  la  première 
puissance,  a">  sera  de  la  seconde;  mais  il  nous  faut  démontrer  que, 
en  réalité;  il  v  a  là  deux  puissances  différentes. 

Il  suffira,  à  cet  égard,  de  faire  voir  que  l'ensemble  des  nombres 
réels  compris  entre  o  et  i  est  de  la  même  puissance  que  a'^,  et 
nous  aurons  par  là  même  atteint  complètement  le  but  que  nous 
nous  étions  proposé  primitivement. 

Quant  au  symbole  co«,  il  nous  suffira  de  faire  voir  qu'il  ne  con- 
duit pas  à  la  conception  d'une  puissance  supérieure. 

3.  La  représentation  d'un  ensemble  à  Ji  entrées  ne  souffre  évi- 
demment aucune  difficulté  lorsque  l'extension  des  entrées  devient 
infinie;  mais  il  est  clair  que  nous  devons,  avant  tout,  la  préciser 
lorsque  le  nombre  des  entrées  devient  lui-même  infini. 

Tant  que  n  reste  fini,  la  détermination   de   chaque  élément  se 
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dont  chacun  est  pris  dans  la  suite  des  nombres  de  l'entrée  corres- 
pondante, a,„  parmi  les  to„,  nombres  de  la  n"'"*'  entrée.  L'ordre  des 
entrées  est  déterminé  sans  équivoque,  et  la  détermination  est  com- 
plète lorsqu'on  est  arrivé  à  la  «'  ""^  entrée. 

La  connaissance  des  indices  détermine  ainsi  l'élément  par  une 
opération  à  sens  unique,  et  il  est  également  supposé  que  la 
connaissance  de  l'élément  permet  de  déterminer  successivement 
chaque  indice  par  une  opération  à  sens  unique. 

Si  le  nombre  des  entrées  est  supposé  inépuisable,  la  détermi- 
nation de  chaque  élément  ne  sera,  au  contraire,  jamais  complète; 
mais  on  peut  la  considérer  comme  atteinte  à  la  limite  sous  la  con- 
dition suivante. 

A  chaque  combinaison  définie  a,  ao . . .  a„  doit  correspondre,  par 
une  opération  à  sens  unique,  une  valeur  numérique  x\  et  n  peut 
être  pris  assez  grand  pour  que,  x  étant  une  valeur  numérique 
correspondant  par  une  opération  à  sens  unique  à  un  élément 
donné,  la  différence  x  —  x'  soit  dans  un  sens  déterminé  et  puisse 
tomber  au-dessous  d'une  grandeur  assignable  quelconque,  si  petite 
qu'elle  soit. 

Sous  la  même  condition,  la  définition  des  ensembles  de  même 
puissance,  telle  que  la  donne  M.  Georg  Cantor,  peut  être  étendue 
à  une  correspondance,  élément  par  élément,  s'obtenant  à  la  limite 
d'une  opération  à  sens  nniç^ue  poursuiK'ic  indéfiniinent. 

Si,  par  exemple,  on  a 


et  que  chacun  des  numérateurs  a,,  7.0,  y.;,,  .  .  .  puisse  prendre  toutes 
les  a  valeurs  entières  o,  i,  2,  .  .  .,  a  —  i  ;  si  l'on  admet,  d'autre 
part,  que  la  détermination  poursuivie  jusqu'à  l'entrée  n  donne 

a  a^         a-'        "  "  '        a'* 

tel  que  x  —  x'  soit  toujours  positif  et  inférieur  à  — ,  Kt  condition 


énoncée  ci-dessus  sera  remplie. 


a" 


Or  Tcxprcssion  de  .r  ci-dessus  n'eslaulrc  que  la  représentation, 
dans  le  système  de  numération  dont  la  base  est  a,  d'un  nombr«> 
réel  quelconque  compris  entre  o  et  i,  et  ne  pointant  s'e.rprimei- 
sous  forme  Jinic.  Celle  dernière  limitation  est  de  rigueur,  puisque, 
si  le  nombre  pouvait  s'exprimer  sous  forme  finie,  sa  détermination 
pourrait  être  obtenue  par  une  opération  limitée,  ce  qui  est  contre 
rhvpotlièse. 

i.  Ainsi  la  puissance  de  Fensemble  des  éléments  d'une  table  à 
un  nombre  to  indéfini  d'entrées,  chacune  d'extension  a,  puissance 
que  nous  avons  représentée  par  le  svmbole  r/.^,  sera  la  même  que 
celle  de  l'ensemble  des  nombres  réels  compris  entre  o  et  i,  et  ne 
pouvant  s'exprimer  sous  forme  finie. 

Soient,  entre  o  et  i,  R  l'ensemble  de  tous  les  nombres  réels, 
F  celui  de  tous  les  nombres  susceptibles  d'être  exprimés  sous 
forme  finie;  on  a  donc  l'équivalence 

R  —  F  --.  aw. 

Mais  F  est  de  la  première  puissance,  R  est  d'une  puissance  supé- 
rieure; l'équivalence  ne  peut  donc   subsister   que  si  a'-^  est  lui- 
même   d'une  puissance  supérieure  et  égale  à  celle  de  R  {voir  le 
théorème  F  de  M.  Georg  Gantor,  Acta  inalhematica,  p.  Sao). 
Donc 

C.    Q.    F.    D. 

En  ce  qui  concerne  le  svmbole  w'",  la  représentation  donnée 
par  M.  Georg  Gantor,  pour  un  nombre  irrationnel  quelconque 


correspond  à  celle  dune  lable  à  une  infinité  dcnlrées  d'extension 
indéfinie.  Elle  indique  donc  que  le  svmbole  w'''  n'a  pas  une  puis- 
sance supérieure  à  celle  de  a",  et  que,  par  suite,  en  restant  dans 
l'ordre  d'idée  où  nous  nous  sommes  placés,  il  n'y  a  pas  de  puis- 
sance supérieure  à  la  seconde. 


—  !i(;  — 

11  (tonvlenl,  htiilcruis,  de  reMiar(|iier  <|iie  celle  coin  liisioii  n'a  de 
valeur  véritable  que  si  l'on  suppose  que  le  premiec  (les  deux  syni- 
boles  dérive  du  second,  alors  qu'on  élahlil  une  relation  déter- 
minée entre  les  nombres  distincts  qui  croissent  au  delà  de  tout<.' 
limite. 

On  peut  lacilemenl  établir  une  représentation  analogue  à  celle 
que  nous  avons  indiquée  pour  les  tables  à  to  entrées  d'extension  a, 
si  l'on  suppose,  par  exemple, 

o)  =a'''     et     toi  =  va', 

a  étant  un  nombre  entier  posilif'déterminc''  (pieitOM([ue.  cl  v  par- 
courant la  série  des  nombres  entiers  positifs. 
On  a  alors 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  celte  représentalion,  qui  noIlVe  aucun 
intérêt  spécial. 


Siu-  l'intégration  de  quelques  équations  linéaires  au   moyen 
de  fonctions  doublement  périodiques  ;  par  E.  Goursat. 

(Séance  du  20  juin  i88'|.) 

1.  Depuis  les  mémorables  travaux  de  ^I.  Hermite  sur  l'équa- 
tion de  Lamé,  les  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
doublement  périodiques  ont  été  étudiées  par  un  grand  nombre  de 
géomètres.  On  connaît  le  beau  théorème  de  M.  Picard,  d'après 
lequel,  si  l'intégrale  générale  est  uniforme,  elle  s'exprime  au 
moyen  des  fonctions  0.  J'examine  dans  cette  Note  quelques  équa- 
tions qui  offrent  une  application  du  théorème  de  M.  Picard;  ce 
sont  des  équations  à  coefficients  rationnels,  telles  que  la  variable 
et  l'intégrale  générale  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  uni- 
ibrmes  doublement  périodiques  de  première  ou  de  deuxième  es- 
pèce d'un  même  paramètre.  Je  me  permettrai  de  signaler  entre 
autres  une  équation  du  troisième  ordre,  qui  contient  huit  nombres 
entiers  quelcon(jues  et  un  paramètre  tout  à  fait  arbitraire. 
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Soit 

0)  F(>-)=o 

une  (•([ualion  linrairc  d'oidio  m  à  coefficicnls  rationnels  et  à  inté- 
grales régulières,  admettant  eomme  points  de  ramirication,  pour 
rintégrale générale,  les  points  «,,  r/.,  ...,«.  et  le  point  x=^=cc 
que  nous  supposerons  toujours  un  véritable  point  cri ticpie.  Admet- 
tons que  les  racines  des  diverses  équations  déterminantes  fonda- 
mentales relatives  aux  points  critiques  a,,  a.,,  ...,  a^,  oo  soient 
commensurables,  et  en  outre  que  l'intégrale  générale  ne  contienne 
aucun  logarithme  dans  le  domaine  de  chacun  de  ces  points.  Sup- 
posons les  racines  d'une  même  équation  fondamentale  réduites  à 
leur  plus  petit  dénominateur  commun,  et  soit  /??/ ce  dénominateur 
commun  pour  le  point  criti(|ue  r/,  et  n  le  dénominateur  commun 
relatif  au  point  x  =  ce  .  Si  les  nombres  //?,,  /??,,,  ntr,  n  véri- 
fient la  relation 


l'équation  différentielle 


dx 


1  =  1 

aura  son  intégrale  générale  uniforme,  et  l'on  sait,  d'après  les  mé- 
morables travaux  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  que  cette  intégrale 
sera  ou  une  fonction  rationnelle,  ou  une  fonction  simplement  pé- 
riodique, ou  une  fonction  doublement  périodique  de  z.  Laissant 
de  côtelés  deux  premiers  cas,  supposons  que  cette  intégrale  soit 
doublement  périodique  et  soii  /{z)  cette  fonction.  Si  dans  l'équa- 
tion (i)  on  fait  le  changement  de  variable  x  =/(:;),  l'équation  (i) 
se  transforme  en  une  équation  à  coefficients  doublement  pério- 
diques, et  il  est  aisé  de  vérifier  que  l'intégrale  générale  est  aussi 
une  fonction  uniforme  de  .^.  En  effet,  soit  z,,  une  valeur  de  ^  telle 
que  la  valeur  correspondante ,r„  de  x  soit  différente  de  «,,  a.,  ..., 
ap,  ^  ;  l'intégrale  de  l'équation  (i)  est  une  fonction  uniforme  de  x 
dans  le  voisinage  de  .To,  et  par  suite  une  fonction  uniforme  de  :; 
dansJevoisinagede  ^o- Suj)posons  en  second  lieu  que,  pour  -■=  - 

7 
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on  ait  X  =  rt,  ;  posons  x  =^  r/,  -+-  x' Oii]  )'  sera,  pnr  lijpollicse,  une 
fonction  uniforme  de  x'  clans  le  voisinage  du  point  x'  =  o. 
Mais,  si  l'on  fait  celte  substitution  dans  l'équation  (;^),  elle  de- 
vient 

dx'         ,    , 
57  =  ^^^^' 

'~:>{x'')  clant  holornorphe  [)oiir  ./?'=  o;  donc  x\  et  par  suite  i',  est 
une  fonction  uniforme  de  :;  dans  le  domaine  du  point  ^,.  On  éta- 
blirait de  même  que  }'est  une  fonction  uniforme  pour  toute  valeur 
finie  de  z-  pour  laquelle  x  est  infini;  c'est  donc  une  fonction  uni- 
forme de  z  dans  toute  l'étendue  du  plan.  L'équation  obtenue  en 
posant  X  =  f{z)  dans  l'équation  (i)  rentre  donc  dans  la  classe  des 
équations  auxquelles  s'applique  le  théorème  de  M.  Picard. 

2.  On  sait  que  toutes  les  équations  de  la  forme  (a),  dont  l'in- 
tégrale est  uniforme  et  doublement  périodique,  se  ramènent,  par 
une  substitution  linéaire,  aux  quatre  types  suivants  : 

/  dx  ■  2 

(3)  {  j^\    =  gT(i  —  x)(i  —  KKr), 

/  dx\'* 

(4)  [ai]  =---^^--')^ 

(5)  {-f^  )    =^-^^(.r -.)•', 

(6,  (^y:=,^xHx-n-^ 

(voir  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fondions  doublement 
périodiques,  p.  Sgo  et  suivantes);  à  chacune  de  ces  équations  bi- 
nômes coi-respondenlun  certain  nombre  d'équations  linéaires,  qu'il 
est  bien  facile  d'énumérer. 

Prenons  d'abord  le  type  (3);  l'équation  linéaire  correspondante 

admettra  les  quatre  points  singuliers  o,  i,  ^>  oc  ,   et  les  racines 

des  diverses  équations  fondamentales  devront  être  commensu- 
rables  et  admettre  2  pour  dénominateur  commun.  Comme  nous 
evcluons  le  cas  oîi  la  différence  de  deux  racines  d'une  même  équa- 
tion serait  un  nombre  entier,  il  faudra  que  cette  équation  soit  du 
second  ordre,  et  les  exposants   de  discontinuité  seront  respeeti- 
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vciiienl 


Pour  .r  =  o. 
l'our    r  =  I  . 


Pour  ./•  =  7TT 
K- 


Pour  a-  =  —,  =  X 
x 


).+  i.   À', 


.;.  «, 


A,  à',  [jl,  jJ.',  V?  '-''■'  '^  ''i  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  néga- 
tifs dont  la  somme  est  nulle.  On  peut  toujours,  jjar  une  trans- 
formation facile,  supposer  // =  |jl' =  v' =  o  et  a,  ij.,  v  positifs. 
L'équation  correspondante  sera  alors 


.r(i  —  .r)(i  —  K2.r) 


TiP- 


X)(i  —x)(\—  Iv^r)] 


I)         hl 


si  ion  V  pose  .r  :^  snc,  elle  devient 


i-bis) 


i/.r'       y  (\nz 


sn^  dn^ 


=  [iHilK 


rnz 

2  À  - — -  "2  a  —  9.  V 


.  cn^  dnz\  dy 
sn  ^     /  clz 


Cette  équation  est  identique  à  l'équation  signalée  par  ^I.  Dar- 
boux  i^Coniptrs  rendus,  ']yi\ïi  1882),  et  étudiée  depuis  par  M.  de 
Sparre  (Artrt  matliematica ,  t.  III).  On  le  voit  facilement,  en 
faisant  une  transformation  delà  forme 

y  =  Y  sn^x;  Qx\'^ z  flnï.  c. 

si  l'on  fait  A  =:  a  =  v  =  o.  on  retrouve  l'équation  de  Lamé. 

Les  équations  linéaires  correspondant  aux  types  (4),  (5),  (6) 
des  équations  binômes  n'auront  que  les  trois  points  critiques  o, 
I ,  co  .  Parmi  les  équations  du  second  ordre,  on  aura  quelques  cas 
particuliers  de  l'équation  d'Euler, 


(«) 


.T{\ 


■lr"-+-  [y  —  (^  -^  P  -+-  O-^l.r'—  a,3i 


les    (piantilés    a,    [îi,  ''    auront   Tun   des  systèmes    de    \aleurs    ci- 


KM) 


(9) 


dessous 


a  =  o, 

?-l, 

T-|. 

«-i, 

p-i 

Y-i. 

a  =  o, 

?-è, 

ï-i 

«-1, 

?-i 

.,  2 

1    —   ï' 

II 

0     ^    ' 

— 

n 

ï-^ 

''"=6' 

!-'="" 

6 

—  ? 

n 

O           5 



n 

"■^v 

p^- 

6" 

—  ' 

T^i 

A  chacune  de  ces  équations  il  faut  joindre  celles  que  l'on  en 
déduit  par  les  transformations  connues  qu'admet  l'équation  d'Eu- 
ler.  11  est  à  remarquer  que,  dans  chacun  de  ces  cas,  l'intégration 
de  l'équation  (8)  se  ramène  à  des  quadratures,  et  l'intégrale  géné- 
rale s'exprime  bien  en  effet  au  moyen  d'intégrales  elliptiques. 

Parmi  les  équalions  linéaires  du  troisième  ordre,  nous  rencon- 
trons d'abord  un  certain  nombre  d'équations  hypergéométriques 
(yoir  Annales  de  V Ecole  Normale,  t.  XIT,  p.  278).  Ce  sont  les 
équations  de  la  forme 

d^ v  d^ Y 

H^-'') -â^  -^\i^  -^ ''^'^  ^^^  ''^)'' -{^  -^  ^^-^ ^^)^'' ^i 

OÙ  «I,  r/o,  «3  ont  l'un  des  systèmes  de  valeurs  ci-dessous  : 

^;,  =  J,    />2=|,    ...,       «1  =  0,    «2  =  5)    «3  =  6»  6l  =  i,    ^2=sf,    «i  =  {,    «2  =  2,    «3=4, 

,     ...,         «l^^fi    ^2^=1)    «3^^ÏÏ»  bl^^ïl    ^2^=^t)    «1  =  0,    «2^=4:,    «3=^^» 

,     ,     •■.,         «1^=3»    «2=S2,    «3^=1)  ^1^=47     62^=2!     «l^^O;    «2ï=Y'    «2^^4' 

,  5  2 

,  •••;     «1  =.0,  «2=6»  <^3^3^; 

Enfin  on  rencontre  également  une  équation  du  troisième  ordre 
avant  la  forme  suivante  : 

(■o)        {  _4_[G^(a;  — i)+Dr-f-E(i  — ^)]a-(:r— i)^ 


—  [¥  x'^{x — i)  +  hx{x  —  i)-\-l\x-^K{x  —  i)]j  =  o; 
les  coefficients  A,  B,  C,  D,  E,  F,  H,  K  sont  clioisis  de  façon  que 
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les  racines  des  équalions  délcrniiiuuiles  foiidamenlalcs  soicnl 

Pour  a-  —  o nt,     m' -\-  ',,     m"  +  jj, 

ri  "2 

Pour  X  =  \ n,      H'  -+-  ^!     '^^   +  3 > 

Pour:r=-^  =  x p,       P  -^  \^    P"  ^  l^ 

X 

m,  m',  m",  n,  n',  Ji",  />,  /j',  //  désij^nant  des  nombres  enllers  quel- 
conques, dont  la  somme  est  nulle.  L'équation  (10)  contient  en 
outre  un  paramètre  h  tout  à  fait  arbitraire,  ce  qui  la  rapproche  de 
l'équation  (7).  Si  l'on  y  fah  x  =f{z),  f{z),  étant  une  intégrale 
de  Téquation  (6),  y  sera  aussi  une  fonction  uniforme  de  z-,  et  par 
suite,  quel  que  soit  h,  l'intégrale  générale  s'exprimera  au  moyen 
des  fonctions  W. 

3.  L'analogie  entre  l'équation  (10)  et  l'équation  de  Lamé  peut 
encore  être  poussée  plus  loin;  c'est  ce  qui  résulte  de  la  propriété 
suivante,  que  nous  allons  maintenant  démontrer  :  Le  produit  de 
trois  intégrales  convenablement  choisies,  et  en  général  dis- 
tinctes, est  une  fonction  uniforme  dans  toute  V étendue  du  plan, 
et  par  suite  un  polynôme  ou  une  fraction  rationnelle. 

Dans  le  domaine  de  chacun  des  points  x  =  o,;r  =  i,  x  ^=  ce  ^ 
l'équation  (10)  admet  trois  intégrales  particulières,  qui  sont  res- 
pectivement multipliées  par  les  facteurs  i,  a,  a-(a,  o?  désignant 
les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité),  lorsque  la  variable 
décrit  un  lacet  autour  de  ce  point.  Soit  j',,  yi.y^  le  système  fon- 
damental du  point  x  =  oeiZ\,  z-2,  z^^Xe  système  fondamental  du 
point  ^  =  I  ;  de  telle  sorte  que  l'on  ait,  dans  le  domaine  du  point 
X  ^  o^ 


7i 


'fl(^),       Yi^X^^i^X),      73  =37-*  «3  (^), 


o,,  o.,,  cp;,  étant  uniformes  dans  ce  domaine,  et  de  même,  dans  le 
domaine  du  point  .r  =  i, 


1 


Z,='\i(X),     z,_  =  {x-\f^i{x),     z^=^{x  —  if'^^^{x), 

'L,,,  '];o,  -y,  étant  uniformes  pour  x  =  \.  Considérons  pour  un  mo- 
ment les   lignes  indéfinies —00 o,   1- \-cc    comme 

des  coupures;  entre  les  deux  systèmes  fondamentaux  d'intégrales, 
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il  existe  (les  relations  linéaires  telles  ([tic 


(II) 


/i  =  azx  -^  bz-î  —  cz:i, 
j2  =  a'5,  4-  b' z^  -T-  c'^-j, 

y 3   =  a"Zi  -f-  6"52  -r-  €"-3, 


le  déterminant  des  coefficients 


A  = 


a      b       c 
a      b'      c 

a"     b"     c" 


étant  différent  de  zéro.  Ces  coefficients  doivent  être  tels,  qu'après 
avoir  fait  décrire  à  la  variable  un  contour  fermé  enveloppant  les 
points  ^  =  o,  j"  ::=  I,  il  V  ait  trois  intégrales  particulières  qui  se 
reproduisent  multipliées  respectivement  par  i,  a,  a-.  Cette  condi- 
tion entraîne  entre  ces  coefficients  deux  relations  qu'il  seraitfacile 
de  former.  D'autre  part,  les  intégrales  >'i  ,>'o,j'3,  :;,,  Zo^  Z;i  ne  sont 
déterminées  qu'à  un  facteur  constant  près.  On  conçoit  donc  qu'on 
puisse  mettre  les  relations  (ii)  sous  une  forme  telle  qu'elles  ne 
contiennent  plus  que  deux  paramètres  arbitraires.  Il  est  commode 
pour  cela  de  remplacer  les  systèmes  fondamentaux  par  deux  autres 
svstèmes  déterminés  comme  il  suit. 

Désignant  par  A,  B,  C  trt)is  constantes  indét.erminées,  posons 

Y  =  Aj'i  -r-  B,i'2  —  Cj3  ; 

proposons-nous  de  déterminer  A,  B,  C  de  telle  façon  que  l'inté- 
grale \  se  reproduise  multij)liée  par  un  facteur  constant  w  quand 
la  variable  x  décrit  un  lacet  dans  le  sens  direct  autour  du  point 
.r  =  I  suivi  d'un  lacet  dans  le  sens  inverse  autour  du  point  x  -^o; 
chemin  que,  ])our  abréger,  je  désignerai  désormais  par  L.  Si  Y  se 
change  en  wY  après  que  la  variable  a  décrit  un  pareil  chemin^  il 
est  clair  que  l'on  devra  arriver  à  la  même  intégrale,  soit  lorsqu'on 
fait  décrire  à  la  variable  un  lacet  dans  le  sens  direct  autour  du 
point  x^  i^  en  j)renant  au  départ  l'intégrale  \,  soit  lorsqu'on  fait 
décrire  à  la  variable  un  lacet  dans  le  sens  direct  autour  du  point 
X  ■=  o,  en  prenant  au  départ  l'intégrale  (>)\  .  Dans  le  premier  cas, 
on  aboutit  à  l'intégrale 


kiazi  -^rb-3.Zi  +  cx^  jj)--!- B(f/'::i  +  b''izi  +  c'iP- z-^-v CAa  Zy  -v  b"'xZi-\-c"'3?- z^); 


—  iOS  — 
flaiis  le  second  cas,  on  est  conduil  à  l'inlégralc 

(.0  (A  ji  — B  a  1-2  -i-  G  a'^j'j)  =  oj(  A  a  —  B  a'a  -+-  G  a"oi.^)Zi-^M(\b-^  B  x  6'+G  %'^b")Zi 
-4- to(Ac  +  Bac'-^  Ga2c")23. 

Il  faudra  donc  que  l'on  ait 

Aa^Ba'-^G«"      _  a(A6-r-B&'-^G6")_a2(Ac  +  Bc'-^G6'0_ 
^'^^'*   A«~Ba'a^Ga'a2  ~  Aè -f-B  a6'+ Ga'-ô"  ~  Ac^Bac'-i-Ga2c"  ~  *^' 

l'éliminalion  de  A,  B,  C  conduit  à  l'équation 


I         a  —  rt  to    rt'  (  I  —  aw  )      a  "  (  I  —  a-  oj  ) 

(i3)     '^(to)  =       i(a  —  (u)      6'(a — aw)     ^"(a  —  a'^oj) 

'    c(a-  —  co)    c'(a-  —  aoj)     c"(a- — a-to) 


=  A  -T-  0  o)  --  6'  0)2  —  A  w*  =  o. 


On  a  ainsi  pour  déterminer  oj  une  équation  du  troisième  degré, 
dans  laquelle  le  produit  des  racines  est  égal  à  l'unité;  d'après  la 
signification  des  racines  de  cette  équation,  on  sait  qu'elle  serait 
la  même,  quel  que  soit  le  système  fondamental  dont  on  partirait 
pour  l'obtenir.  Soit  w,  une  racine  de  cette  équation;  il  y  corres- 
pond une  intégrale  particulière  Yj  jouissant  de  la  propriété  pré- 
cédente, 

\  I  =  ^y\.  ^  ^y'ï  -^  Gj'3  =  Aj ^i  -;-  Bj -32  "^  Gi-ôj 
ou 

Al  =  Aa-4-Ba'-4-Ga", 

B,  =  A6  +B6'-^G6", 

Cl  =  Ac  ^Bc'-^Gc". 

Partons  d'un  point  quelconque  du  plan  avec  l'intégrale  \  ,  et 
faisons  décrire  à  la  variable  deux  lacets  successifs  dans  le  sens 
direct  autour  de  l'origine;  on  obtient  ainsi  deux  nouvelles  inté- 
grales 

Yj  =  A,v,  —  Baj.,  -1-  Gx-^n. 

Y3  =  Âji  -T-  Ba^^'o  —  Gaj's. 

De  même,  en  faisant  décrire  à  la  variable  plusieurs  lacets  suc- 
cessifs dans  le  sens  direct  autour  du  point  .r  =  1 ,  on  obtient  deux 
nouvelles  intégrales 

Z2  =  Ai^i  -f-B,a-2  —  G.ia^^s, 
Z3  =  Al  ^1  -f-Bia-.32^-  Gi  x-3. 


-    loi  — 

Les  Lrois  intégrales  Y,,  Y,,  V;,  f'ormenl  un  système  fondam.enlal 
pourvu  que  le  produit  ABC  soit  difl'érenl  de  zéro.  De  même,  le 
système  Y,,  Z2,  Z3  est  fondamental,  si  A,B,  d  n'est  pas  nul.  Sup- 
posons que  ces  deux  produits  soient  nuls  en  même  temps.  Il  peut 
arriver  que  deux  des  trois  quantités  A,  B,  C  soient  nulles  en  même 
temps,  ou  qu'une  seule  soit  nulle. 

Prenons  d'abord  le  cas  où  deux  des  trois  quantités  A,  B,  G  se- 
raient nulles  à  la  fois;  soit,  par  exemple,  B  =  C  =  o.  Les  rela- 
tions (12)  deviennent 

ko        a  Ai'        a^Ac 


A«         A 6  Ac  ' 

les  trois  coefficients  a,  b,  c  ne  peuvent  être  nuls  ensemble.  Si  a 
est  différent  de  zéro,  on  aura  b  =z  c  =^  o  et,  par  suite,  j'i  ^  az-i  ; 
si  6  n'est  pas  nul,  on  aura  «  =  c  =  o  et  ^i,  =  6:^2,  ....On  voit 
donc  que,  dans  ce  cas,  j>'^  est  une  fonction  uniforme  et  par  suite 
une  fonction  rationnelle,  et  l'équation  (10)  ne  sera  pas  irréduc- 
tible. Gomme  les  points  j:  =  o,  jc  =  i  jouent  un  rôle  identique, 
il  en  serait  de  même  si  deux  des  trois  quantités  A,,  B,,  G, 
étaient  nulles. 

Supposons  en  second  lieu  qu'une  seule  des  quantités  A,  B,  G 
soit  nulle  ainsi  qu'une  seule  des  quantités  A,,  B),  G,.  Soit,  par 
exemple,  G  =  G)  =  o,  AB  ^  o.  A,  B,  ^  o.  On  aura 

Y,  =  Aj, -Br2  =  Ai^î.  +  B,::,, 
Y2  =  A  )i  -+-  Ba)-2, 
Zo  =  A,;,^  Bia^2; 

mais,  d'après  la  façon  dont  nous  avons  choisi  l'intégrale  Y,,  on  a 
Z2  =^  10,  Y2W1  =Y2,  c'est-à-dire 

w,  (  A j'i  -i-  B  aj'2  )  =  -T-  Al ^i  B]  xz^, 

et  cette  relation,  jointe  à  la  précédente,  nous  montre  que  1',  et  lo 
constituent  un  système  fondamental  d'intégrales  d'une  équation 
linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  uniformes  L'équation  (10) 
ne  sera  pas  encore  irréductible. 

Laissant  de  côté  ces  cas  particuliers,  qui  seront  examinés  plus 
loin,  nous  voyons  que,  si  l'équalion  (lo)  n'admet  pas  d'intégrales 
communes  avec   une  éqnalion   linéaire  d'ordre  moindre  à  coeffi- 
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cicnls  raliomiels,  les  deux  produits  ABC,  A,  B,  C,  ne  pourront  èLic 
nuls  en  même  temps.  Comme  rien  ne  dislingue  les  deux  points 
.r  =  o,  X  =  I ,  je  supposerai  que  le  produit  ABC  est  différent  de 
zéro;  les  intégrales  Y,,  Y^,  Y3  forment  alors  un  sj'stème  fonda- 
mental, et  ces  intégrales  se  pei-mutent  circulairement  lorsque  la 
variable  tourne  autour  du  point  x:=  o.  Lorsque  la  variable  décrit 
un  lacet  dans  le  sens  direct  autour  du  point  x=  i,  nous  savons 
déjà  que  \,  se  change  en  tOiYo;  quant  aux  intégrales  Yo  et 
Y3,  elles  se  changent  respectivement  en  rA  ,  +  ^  Yo  4- cYg, 
a'Yf  H-  6' Yo  4-  c'Y;,,  les  coefficients  r/,  b,  c,  a',  b',  c'  n'étant  plus 
les  mêmes  que  tout  à  l'heure.  Le  groupe  de  l'équation  (10)  dérive 
donc  de  deux  substitutions  fondamentales  de  la  forme  suivante  et 
des  substitutions  inverses  : 

S(Y„Y2,Y3:Y„Y3,Y,), 

S'(Yi,  Y2,  Y3  :  W1Y2,  aYi  H-  6Y,  h-  c  Y3,  a'Y^  +  b'Y.  +  c' Y3). 

Soient).,  [x,  V  trois  constantes  indéterminées;  par  la  substitu- 
tion S',  l'intégrale  ).Y,  ■+-  'jlYo  -t-vYs  se  change  en 

{[xa  -f-  va')Yi  -H  (Xwi  -f-  [xb  4-  v6')  Y,  -t-([xc  -1-  vc')Y3. 

Pour  avoir  les  intégrales  qui  sont  multipliées  par  un  facteur  con- 
stant 7,  par  cette  substitution,  on  est  conduit  aux  équations 

—  Il  -f-  [xa  ■+-  V  a'  =  o, 
Àwi  -f-  ij  (h  —  a-)  -f-  V  6'  =  o, 

[JLC  -h  v(c' —  Jj  =  O, 

et  l'élimination  de  ).,  iJi,  v  conduit  à  l'équation 

(14  )       'y^ —  (  b  -h  c' )  n^ -^  {  bc' —  b' c  —  «w,  )t  —  wi(  a'  c  ^  ac)  =  o. 

De  même,  les  substitutions  S'  et  S,  ap|)liquées  successivement 
à  l'intégrale  ).Y|  -f-  [x\.2  -+-  ^^3,  la  changent  en 

(;xc  +  vc')  Yi  -+-  {[xa  ■+-  va'jYj  -t-  (Xœ,  -+-  ixb  -+-  v  6')  Y3, 

et  si  l'on  cherche  les  intégrales  qui  sont  multipliées  par  a  après 
ces  deux  substitutions,  on  est  conduit  aux  équations 

—  \l  +  [X c  -+-  V  c'  =  o, 

\x(a  —  a)  -t   va'  =  o, 

).u)i  -^  \xb  -i-  v(6' —  7)  =  o; 
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(i  5)       <t'*  —  (rt  4-  6')j2_(-  t^ab'  —  ba —  c'wi  )t  —  coi(rt'c  —  ac' )  =  o. 

D'après  les  propriétés  de  l'équation  (lo),  les  deux  érpialions  (i4) 
et  (i5)  doivent  se  réduire  à  o-^  ^  i  =:  o  ;  ce  qui  exif;e  que  l'on  ail 


(i6) 


c  =  o,     bc'  —  cb'  =  aoji, 

b' =  o,     nb' — 6a'=c'wi,     M^ia  c  —  cfc')  =  i. 


Si  les  deux  rpiantités  h  et  h'  sont  difTérenles  de  zéro,  la  substi- 
tution S',  appliquée  à  l'intégrale  ^'Y^  —  ^>Y;,,  la  change  en 

(  ab'  —  ba!  )  Yj  —  (  bc  —  b'  c)  Y3 , 

ou,  d'après  les  formules  (16),  en 

coi(cY,  —  aY3)  =  w,(6'Y:j  — ^Yi); 

la  substitution  S~',  appliquée  ensuite  la  change  en 

(0,(6' Y,  —  6Y3). 

Il  existera  donc  deux  intégrales  distinctes  Y,  et  /y'Yo  —  6\;),  qui 
sont  multipliées  par  le  facteur  constant  w,  lorsque  la  variable 
décrit  le  chemin  L;  ce  qui  exige  que  o),  soit  racine  double  de 
l'équation  o{m)  ■=  o.  Écartons  d'abord  le  cas  particulier  où  'f  (w) 
se  réduirait  à  ((0  —  i)''  :  nous  pourrons  supposer  que  l'on  a  pris 
pour  (0,  une  racine  simple  de  cette  équation,  et  il  faudra  que  l'on 
ait  h=^  b'  ^  o.  Les  équations  (16)  donnent  alors  «  =  0,  c'=o, 
r/c(0|^i.  Pour  l'uniformité  des  notations,  posons  c  =:  too, 
rt'=  (0:t;  les  substitutions  S  et  S'  auront  les  formes  suivantes  : 

j  S(Y,,Y,,  Y3:Y2,Y3,Y,). 
''  ^  {   S'(Yi,  Yo.  Y3  :  to,  Y,.  w.,Y3,  tosYi), 

où  (0,,  (02,  (0:!  sont  précisément  les  racines  de  l'équation  cp(oj)  =  o, 
racines  qui  vérifient  la  relation  to,  0)0  tO;,  =  1 . 

Je  dis  qu'il  en  est  de  même  dans  le  cas  où  'f  (w  )  admet  la  racine 
triple  <-)  =  I.-  En  elfet,  supposons  qu'il  en  soit  ainsi  et  reprenons 
le  raisonnement  précédent.  Il  n'v  a  rien  à  changer  si  les  deux  quan- 
lités  bel  //sont  nulles;  je  remanpuMpic,  d'après  les  relations  (if)), 
si  l'une  d'elles  est  nulle,  il  en  est  (!<■  même  de  la  seconde. 
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Zi  =      62  Y,  -^b'n'.  —  bb'\3, 
Z3  =  —  bb'  Y,  -+-  62  Y2  -4-  b"-  Y:,  ; 

Z,,  Zo,  Z:i  lorinent  un  système  fondamenlal,  pourvu  (|uc  /v'' -j- />'•' 
soit  différent  de  zéro.  Supposons  cette  condition  remplie;  nous 
venons  de  voir  que  la  substitution  S'  change  Z,  en  Zj  et  Z^  en  Z:(, 
et  le  groupe  de  l'équation  dérivera  des  deux  substitutions 

S(Z,,Z2,Z3  :  Z2.Z3,Zi), 

S'(Zi,  Z-T,  Z3  :  Z.2,  Z3,  rtZ,  -1-  6Z2  -T-  cZa). 

On  obtiendra,  comme  plus  haut,  les  coefficients  «,  6,  c  en  écri- 
vant que  la  substitution  S'  reproduit  trois  intégrales  particulières 
multipliées  par  les  facteurs  1,  a,  x-,  et  l'on  trouve  qu'il  faut 
prendre  a  ^  i,  b  =  c=  o.  Ces  substitutions  S  et  S'  sont  par  con- 
séquent de  la  forme  (17). 

Si  l'on  avait  b^  -{-b'^=^  o,  les  trois  intégrales  Z, ,  Zo,  Z3  seraient 
identiques,  et  Z'J  serait  une  fonction  uniforme. 

En  résumé,  toutes  les  fois  que  V équation  (10)  est  irréduc- 
tible, le  groupe  de  l'équation  dérive  de  deux  substitutions  de 
la  forme  (17),  Y,,  Yo,  Y3  désignant  trois  intégrales  convena- 
blement choisies  formant  un  système  fondamental. 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  immédiatement  que  le  produit 
Y,YoY:j  est  uniforme,  d'après  la  relation  (o,  (0^,033  =  i .  On  voit 
aussi  que  les  dérivées  logarithmiques 


I     f/Y, 

f     r/Yo 

I       <^Y3 

Y,    clx  ' 

Y,    d.r  ' 

Y3    clx 

ne  peuvent  que  revenir  à  leurs  valeurs  initiales  ou  s'échanger  entre 
elles  lorsque  la  variable  décrit  un  contour  fermé  quelconque;  ces 
dérivées  sont  donc  racines  d'une  équation  du  troisième  degré,  dont 
les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  de  la  variable.  Soil 

y  -V7  =  U;  la   relation  ./  (  L^  -i')  =^  o    sera    du    genre  //// ,    c;ir   ta 

fonction  U  est  ramifiée  de  la  même  manière  que  la  (onction  algé- 
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bri(jue  u  délinio  par  rc'cjualion 

u^  —  x{x  —  i). 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (lo)  s'exprimera  donc  au 
moyen  d'intégrales  elliptiques  de  première  et  de  troisième  espèce, 
ce  qui  est  bien  conforme  au  théorème  de  M.  Picard. 

Pour  eflectuer  l'intégration,  on  pourra  employer  une  méthode 
analogue  à  l'une  des  méthodes  employées  par  M.  Hermile  pour 
l'équation  de  Lamé  {Annali  di  Matematica,  t.  IX,  2^  série).  On 
peut  toujours,  par  une  transformation  taciie,  supposer  que  m  et/i 
sont  nuls,  et  que  m',  //,  in\  /?/'sont  nuls  ou  positifs  ;  cette  transfor- 
mation effectuée,  le  produit  Y,  YoYg,  restant  fini  dans  toute  l'éten- 
due du  plan,  ne  pourra  être  qu'un  polynôme,  et  il  est  aisé  d'avoir 
a  prioi'ile  degré  de  ce  polynôme  d'après  la  forme  des  intégrales 
dans  le  voisinage  du  point  .r  =00  .  Ce  produit  satisfait  à  une  équa- 
tion linéaire  du  dixième  ordre  que  l'on  sait  former,  et  l'on  pourra 
toujours  l'obtenir  sans  autre  difficulté  que  la  longueur  des  cal- 
culs. Une  fois  ce  produit  connu,  M.  Halphen  a  montré  comment 
on  pouvait  achever  l'intégration  [Comptes  rendus,  t.  XCVII, 
p.  i4o8  et  i54i  ;  t.  XCVIII,  p.  i34);  l'application  de  sa  méthode 
conduit  en  effet  à  des  quadratures. 

4.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (10)  admette  une  in- 
tégrale commune  avec  une  équation  linéaire  à  coefficients  ration- 
nels d'ordre  inférieur  au  troisième.  Cette  équation  pourra  être  du 
premier  ou  du  second  ordre,  mais  nous  allons  voir  que  le  second 
cas  se  ramène  au  premier. 

■  En  effet,  si  l'équation  (10)  admet  toutes  les  intégrales  d'une 
équation  du  second  ordre  à  coefficients  rationnels  $(jk)  =  o, 
dans  le  domaine  de  chacun  des  points  o,  1 ,  co  ,  l'équation 
0(r)  =  o  devra  admettre  deux  intégrales  qui  se  reproduisent  mul- 
tipliées par  deux  des  facteurs  i ,  a,  a-,  lorsque  la  variable  décrit  un 
lacet  autour  de  ce  point,  et,  dans  le  domaine  de  tout  autre  point, 
l'intégrale  sera  uniforme.  On  peut  toujours,  en  multipliant  ces 
intégrales  par  un  facteur  de  la  forme  œP{x—  1)'/,  où  p  et  rj  ont 
lune  des  valeurs  o,  {,  |,  supposer  que  les  multipHcateurs  relatifs 
aux|  points  o  et  i  sont  1  et  a.  Soient  j,  et  r2  les  intégrales  qui  se 
comportcnl  d'une  manière  simple  dans  le  domaine  du  point  x=^o 
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et  ;,,  :--2  celles  qui  se  comporlent  d'une  manière  simple  dans  le 
domaine  du  poinl  x  —  i .  Enlrc  ces  inlégrales  il  existe  deux  rela- 
tions linéaires,  telles  que 


('8; 


le  déterminant  arl  —  bc  étant  différent  de  zéro,  comme  5,  n'est 
déterminé  qu'à  un  facteur  constant  près  ,  on  peut  supposer 
ac/  ^  bc  ^^  i.  Les  équations  (lo)  peuvent  aussi  s'écrire 

(  Zi  =  ayx  —  cjî- 

Faisons  décrire  à  la  variable  deux,  lacets  successifs  dans  le  sens 
direct  autour  des  points  x  =  o,  jc  =  i;7i  se  change  en  «:;,+/> a So 
ou  en 

«(^ji  —  byi)  -^  ba{ay.i  —  cj,)  ^  {ad—'xbc)yi  4-  (a  —  i)abyi. 

De  même, j'2  se  change  en  ^.{czx  +  <:/:;2),  puis  en  a(c:?,  +  f/a^o) 
ou  en 

ac(fZji  —  6j2)  +  f^x-(«72  — cji  )  =  cd{%  —  a2)ji  -v-(a2arf  —  a^^cj/j- 
Il  en  résulte  que  Ij',  +  [xji  se  change  en 
l\{ad  —  %bc)  -\-  !JLCf/(a  —  ■x'^)])\-\-  [X(a  — i)«6  -4-  ;j.(a2rtf/—  aicjj/î; 

pour  que  cette  intégrale  se  reproduise  à  un  facteur  constant  près  a-, 
il  faudra  que  l'on  ait 

1(  ad  —  oibc  ~  1)-^  \}.cd{7.  —  a^)  =  o, 
Àfa  —  j  )«6 -^  [Ji.(a2«<f  —  aie  —  (t)  =  o 


et  par  suite 


ad  —  %bc  —  3  cd{  a  —  a^) 

(a  —  \)ab         ■x-ad  —  a  6c  —  j 


=  t2  -f-  o-a  (  rtf/  -H  2  6c  )  -4-  a2  =  o. 


Les  racines  de  cette  équation  doivent  être  distinctes  et  avoir 
l'une  des  valeurs  i,  a,  a^;  ces  racines  seront  par  suite  i  et  a-,  ce 
(}ui  exige  que  l'on  ait 

I  -4-  a  (  ad  -+-  2  6c  )  -h  a2  =  o 
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ou 

ad  -T-  aie  =  I . 

(iClle  relation,  jointe  à  la  condition  ad  —  bc  :=  i,  donne  'dbc^o. 
11  en  résulte  que  l'équation  <!>()')  =  o  admet  elle-niênie  une  inté- 
grale commune  avec  une  équation  du  premier  ordre  à  coefficients 
rationnels.  Ainsi,  si  Inéquation  (  lo)  n'est  pas  irréductible.,  elle 
admet  pour  intégrale  la  racine  cubique  d^ une  fraction  ration- 
nelle. 

On  peut  encore  se  proposer  dans  ce  cas  de  former  le  groupe  de 
l'équation  (lo).  En  multipliant  toutes  les  intégrales  par  un  facteur 
de  la  forme  xp[x  —  i)^,  on  peut  supposer  qu'elle  admet  une  inté- 
grale uniforme  dans  tout  le  plan.  Les  substitutions  fondamentales 
du  groupe  auront  la  forme  suivante  : 

Pour  déterminer  les  coefficients  a,  b,  c.  a',  b' ,  c',  on  emploie  la 
méthode  dont  je  me  suis  déjà  servi  plusieurs  fois;  on  trouve  ainsi 
les  conditions 

6  -4-  c'  -^  I  =  o,      hc'  —  è'  c  =  1 ,      6  a  -^  c'  a-  ^-  I  =  o, 

d'où  l'on  tire 

/j  =  a.     c'  =  a^,      b'c  =  o. 

Cette  dernière  donne  soit  ^'=  o,  soitc  =  o;  comme  rien  ne  dis- 
tingue les  deux  intégrales  jo,  j'3,  nous  prendrons  c  =  o.  Par  suite, 
le  groupe  de  l'équation  (10)  dérive  dans  ce  cas  de  deux  substitu- 
tions de  la  forme  suivante  : 

a,  a\  b'  étant  trois  coefficients  indéterminés. 

5.  11  est  facile  de  déduire  de  là  la  forme  analytique  de  l'inté- 
grale générale.  Nous  savons  déjà  quei'i  est  une  fonction  ration- 
nelle. Si  r/ =  o,  lo  sera  la  racine  cubique  d'une  fonction  ration- 
nelle; si  a  n'est  pas  nul,  le  rapport  ■—  admet   en  chaque  point  du 
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pl.Tn  une  iiilinih'  de  xiilciirs  coinpiises  clans  l;i  (onmilc 


\7i/ 


C; 


sa  dérivée     -y  '      sera    donc    une    ionclion    id^^i'-hrique    ramifiée 


.y'i 


comme  la  fonction  //  z=z  \x(x  —  i  ),  et  par  suite  •—  sera  une  inté- 

grale  elli|)li([nc. 

Tout  yjareillement,  on  reconnaît  que  si  les  deux  coefficients  a' 
et  b'  sont  nuls,  r:i  est  la  racine  cubique  d'une  fraction  ration- 
nelle. Si  1/  est  nul,  sans  que  a'  le  soit,  le  rap|)ort  ~  est  une  inté- 
grale elliptique;  si  a  et  //  sont  nuls  et  a'  différent  de  zéro,  "^  sera 

une  intégrale  elliptique.  Si  a  et  b'  sont  tous    deux  différents  de 
zéro,  en  posant 


(20) 


on  reconnaît  que  la  fonction  U  admet  en  chaque  point  une  infinité 
de  valeurs  qui  sont  comprises  dans  la  formule  a"'U4-C;  U  est 
donc  une  intégrale  elliptique. 

6.   Si  l'on  suppose  nuls  tous  les  nombres  m  et  n,  l'équation  (10) 
prend  la  forme 

j      +  p  (i  -  loir  +  10^2)  ^  i^pp' ^  pp"  ^  p' p"  ^p^E^^P^joc{x  —  \)\-£^ 

y>,  p' ^  p"  désignant  trois  nombres  entiers  dont  la  somme  est  nulle. 
Considérons  l'équation  différentielle 

qui  admet  l'intégrale 

I        y/'^   / v,  1 

X  =  -  -+-  - —  y/ I  -+-  K-  sn  ^  en  5  du  z, 


(21) 
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\o  inodtilc  K-  iivant  la  valeur  parliciiliùrc  donn<V  par  ré(|ualion 

f(llk2)2]-  5k2=  0. 

Si  dans  réqualion  (20)    on  remplace  .r  par  la   fonclion  précé- 
dente, on  trouve  l'équation  transtoniiée 

Ç^-r-Hi-\-K^)(pp'^pp"-hp'p"^p-+''^-^^'j[(i-^msnzcnzdnz-\]'^ 

+  G  v/J(i  +  K2)^  L(y  _K  i)  (p"^lJL  -i-^/i^K2  sn^  cn^  dn  z)  -i-  h\y  =  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  nombres  /?,  /?',  p"  sont  nuls, 
cette  équation  se  réduit  à 

-^  -^6v/3fi^K2)^Ar  =  o; 
az'^ 

il  en  résulte  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (20)  sera 
v=^^/V^  .l/=-^/V^  ^-v^'f^-. 

si  h  n'est  pas  nul,  et,  si  //  =  o, 

dx  ^  f    r       (l.r 


j  =  Gi^C.2 


Il  y  a  encore  deux  autres  cas  où  Ion  peut  elFectuer  Tintégralion  : 
c'est  d'abord  celui  où  l'on  a  />  =  i, />'=  o, />"  =  — i;  en  tenant 
compte  de  la  valeur  particulière  du  module  K-,  l'équation  (21) 
peut  s'écrire 

^  ^(i^  K2— SK^sn^s)  -^  —  (Al— 3K2sn^cn^dn^)j»-=  o. 
clz"  dz 

Cette  équation  rentre  dans  une  catéégorie  d'équations  du  troi- 
sième ordre,  dont  M.  Miltag-Lelfler  a  fait  connaître  l'intégrale 
générale  [  C/'<?^(?r  r//e  Intégration ,  etc.  {Acta  SocieLatis  Fen- 
nicœ,  t.  XII,  p.  65.  Comptes  rendus,  22  mars  et  5  avril  1880]. 
L'équation  dont  il  s'agit  ici  admet  les  trois  intégrales  particu- 
lières 

TT/  ,  \  0'(W) 

Hf:;-4-w)    -77—--- 

-^  »{Z) 


-  ii:î  - 
(•)    élanl  donn*'   par  rcquation 

/«i  -+-  K^  su  M  en  oj  (In  oj  =  o. 

Enfin,  si  Ton  suppose  p  =  o,  />':=  i,  />"=  —  i,  l'équalion  (21) 
devient 

g  +  [2  (  I  +  K2  )  -  6  K  2  s  n  .- î]  ^V  A ,  7  =  o  ; 

c'est  un  cas    particulier  d'une   équation   intégrée  par  M.   Picard 
(Comptes  rendus,  t.  XC,  p.  128). 

Dans  le  cas  général,  la  méthode  d'intégration  indiquée  plus  haut 
pour  l'équation  (10)  semble  de  voir  conduire  à  des  calculs  compliqués. 
En  premier  lieu,  cette  méthode  exige  la  formation  d'une  équation 
du  dixième  ordre,  et  la  recherche  d'un  polynôme  satisfaisant  à 
cette  équation.  Connaissant  ce  polynôme,  l'application  de  la  mé- 
thode de  M.  Halphen  paraît  elle-même  exiger  d'assez  longs  calculs. 
Peut-être  pourrait-on  opérer  plus  simplement  en  cherchant  la  dé- 
rivée logarithmique;  si  dans  l'équation  (10)  on  ^ose  y  =  e^"^-^', 
on  est  conduit  à  une  équation  du  second  ordre  en  //,  qui  admet, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu,  une  intégrale  algébrif[ue.  Soit 

l'équation  qui  donne  cette  intégrale  algébrique;  P,  (^,  R,  S  sont 
des  fonctions  entières  de  jr,  dont  il  est  aisé  d'avoir  le  degré,  ou  du 
moins  une  limite  supérieure  de  ce  degré.  Soit  F (x)  le  polynôme, 
produit  des  trois  intégrales  Y,,  loi  ^s  5  la  Ibnclion  u  ne  peut  avoir 
que  des  pôles  du  premier  ordre,  et  ces  pôles  seront,  outre  les 
points  o,  I,  a>  ,  les  racines  de  F(.r)  =  o;  comme  on  peut  trouver 
a  priori  le  degré  de  F{x'),  P,  Q,  II,  S  ne  contiendront  qu'un 
nombre  limité  de  coefficients  indéterminés,  et  tout  se  réduira  à  un 
calcul  d'identification. 

L'équation  (21)   peut  s'écrire,   en    tenant  compte  de  la  videur 
particulière  du  module, 

~  —  i^PP'^  "^PP"-^  'àp'p"-^-  3/>  -+  -xp' -\- p")  [3K-'sn25  —  (,-i-K2)]  -y. 

-^  [3/) (3/)'-!-  2)('3/>"-^  '>.)K'-  snc  on  ;:  dn  c  -f-  h^\y  —  o. 

Quelle  que  soit  la  valeur  du  module  K-,   cette  équation  admet  les 
|)oints  critirpips  ^=  /R'-f-  2mK-f-  am'ï'K',  et  les  i-acines  del'éffua- 
tion  déterminante  sont  ?)/>^  '^p' -\-\^  3/?"-f- 2;  maison  sait  que,  poui' 
XII.  S 


-  ni- 
que l'intégrale  générale  soit  uniforme,  deux  autres  conditions  sub- 
sidiaires doivent  être  remplies.  Lorscjuc  K-  a  la  valeur  particulière 
définie  par  l'équation  [(IIK-)-] —  .')R-=o,  nous  venons  de  voir 
qu'elles  sont  toujours  remplies;  mais,  dans  les  deux  cas  particu- 
liers que  nous  avons  examinés,  elles  le  sont  aussi,  quel  que  soit  K-. 
Il}'  a  donc  lieu  de  se  demander  si  l'équation  précédente  n'aurait 
pas  son  intégrale  uniforme,  quel  que  soit  le  module  K^,  et  les 
nond)rcs  entiers  p-,  p',  p"  vérifiant  la  relation  p -\- p' -^ p"  =o.  \\ 
ne  semble  pas  qu'aucune  métbodc  simple  puisse  être  apf)liquée  au 
cas  séncral. 


Sur  la   droite  moyenne  cVun  système  de  droites  quelconques 
situées  dans  un  plan;  par  M.  Maurice  d'Ocagne 

(Séance  du  i8  juillet  1884.) 

1.  Soient  A|,  Ao,  .  .  . ,  A^,  p  droites  quelconques  données  dans 
un  plan;  supposons  qu'une  droite  se  déplace  dans  ce  plan  en  res- 
tant parallèle  à  une  direction  fixe  A,  et  coupe  à  chaque  instant  les 
p  droites  données  en  des  points  que  nous  désignerons  par  a^, 
a.2,  ...,  ap]  le  centre  des  movennes  distances  i?'  des  points  «,, 
a -2,    .  .  . ,  ap  décrit  une  droite  G. 

Nous  dirons  que  la  droite  G  est  la  droite  moyenne  des  droites 
A,,  A2,  .  .  . ,  A^  relativement  à  la  direction  A. 

Si  les  droites  A, ,  Ao,  •  •  • ,  A^  passent  par  un  même  point  O,  on 
voit,  en  menant  par  le  point  O  une  droite  D  parallèle  à  la  direc- 
tion A,  que  la  droite  G  est  conjuguée  Jiarmonicjue  de  la  droite 
D  par  rapport  aux  droites  Ai,  Jiy-,  ..-,  A^,  c'est-à-dire  que 
si  une  droite  quelconque  coupe  la  droite  G  au  point  g,  la  droite  D 
au  point  d,  et  les  droites  A,,  A2,  .  .  .,  Ay,  aux  points  «7,,  a.,,  .  .  ., 
cip,  le  point  g  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques  du 
point  d  par  rapport  aux  points  a^,  a-,,  .  •  . ,  a  p. 

2.  Soit  A/ l'une  quelconque  des  droites  du  système.  Nous  pren- 
drons l'équation  de  cette  droite  sous  la  forme 

r  —  nii.r  —  n,-  =  o, 

et  nous  poserons  r  —  /;?/.r  —  /?/  =  z\,-,  en  sorte  que  les  équations 


—  H5  — 
des  diverses  droites  considérées  seront 

A,  =  o,     A2  =  o,     ...,     A;,  =  o. 

Cherchons  l'équation  de  la  droite  moyenne  du  système  relative 
ment  à  la  direction  A,  définie  par  le  coefficient  angulaire  li.. 
Si  nous  coupons  la  droite 

y  —  niiX  —  fil  =  o 
par  la  droite 

y  —  i^^  —  r  =  o, 

nous  avons  pour  coordonnées  du  point  de  rencontre  ai, 

V  —  n,-                   ni,i'  —  IX  H; 
Xi  =   -^ _  ,      J'i  =  '■ 


''■—  I^ 


Les  coordonnées  du  centre  g-  des  moyennes  dislances  des  points 
f/,,  a-,-,  .  .  .  ^  cfp  seront  donc  données  par 


i  =  1 

et 

'"  =  /' 


.Àid  nii  —  [X  .^d  mi  —  [i.         Jmd  Dli  —  [Jl 


py  =  >  ■ =  t'  7 ^  \^^ 

.^id       IHi  —  [JL  ^^  III  i  —  [J.  ^^  III  i  —  ;x 

(=1  (=1  (=1 

L'équation  de  la  droite  moyenne  G,  obtenue  par  l'élimination 
du  pai'amètre  v  entre  les  deux  équations  précédentes,  sera,  par 
suite, 

^^iiii —  ;jL      "*      ^^iiii — [A      A^  IHi  —  [jl\  ^mi  nii  —  [}.  ^^iiii  —  \). 

i-\  i—\  1  =  1  \/^;l  /■  =  ! 

mais  observons  que 

i-P  i=p 

> a    >   =  p  ; 

Jm^  nii  —  [^  '^^  f'^L  —  l^"- 

1  =  1  II 

l'équalion  deviendra  donc,  après  division  par  y>, 

i  =  P  '  =  P  i  =  p 

y  y  -i —  .r  y  -^^-  -  y  -^  "'•--  =.  o 

"    M^  nii  —  [JL  .^d  nii  —  \j.        Â^  ni,  —  \). 


ne 


(1)  >    '- —  =o. 


Donc  : 

Rèole.  —  Pour  avoir  V équation  de  la  droite  moyenne  d\tn 
système  de  droites  relativement  à  une  direction  A  donnée,  il 
faut  : 

1°  Mettre  les  équations  de  ces  droites  sous  la  forme 

y  —  mx  —  /i  =  o  ; 

2"  Diviser  chacune  de  ces  équations  par  l'excès  du  coeffi- 
cient angulaire  correspondant,  sur  le  coefficient  angulaire  de 
la  direction  A  ; 

3"  Faire  la  somme  des  équations  ainsi  préparées. 

3.  Remarquons  que,  si  toutes  les  droites  données  sont  paral- 
lèles, l'équation  (i)  se  réduit  à 


<■  ) 


Sa,- 


-4.  L'équation  û)  met  en  évidence  ce  fait,  à  savoir  que  la  droite 
moyenne  de  p  droites  relativement  à  une  direction  A  coupe 
chacune  de  ces  droites  au  même  point  que  la  droite  moyenne 
des  p  —  i  autres  droites  relativement  à  la  même  direction  A. 

o.  Comme  application  de  cette  remarque,  déterminons  la  droite 
moyenne  des  trois  côtés  dun  triangle  ABC  relativement  à  une 
direction  A  donnée. 

Menons  à  la  direction  A  une  parallèle  quelconque  qui  coupe  le 
côté  AB  au  point  C,  le  côté  AC  au  point  B',  et  le  côté  BC  au 
point  A'.  Soient  respectivement  a,  ,3,  y  les  milieux  des  segments 
B'C,  A'C,  A'B';  les  droite?  Aa,  B^,  Cy  sont  respectivement  les 
droites  moyennes  des  systèmes  de  droites  (AB,  AC),  (BC,  BA), 
(CA,  CB),  relativement  à  la  direction  A.  Donc,  d'après  la  re- 
marque précédente,  si  a  est  le  point  de  rencontre  de  Aa  et  de  B(]. 
h  celui  de  H |j  et  de  AC.  r  celui  de  C"  et  de  AB,  les  points  n,  h.  c 
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sont  ("Il   lij^iie  droile,  et  la  droite   abc  est  la  droite  moyenne   des 
trois  côtés  du  triangle  AB(j,  relativement  à  la  direction  A. 

().  Une  autre  conséquence  de  l'équation  (i),  c'est  que  la  droite 
moyenne  cViin  système  de  droites  relativement  à  la  direction  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles  se  confond  avec  cette  droite  elle- 
même  ;  il  est  bien  lacile  de  se  rendre  compte  de  ce  fait  géomé- 
triquement. 

7.  Si  l'on  considère  un  système  de  droites  fixes  A, ,  Ao,  . . . ,  A„, 
à  chaque  direction  A  correspondra  une  droite  moyenne  G.  On  peut 
chercher  à  se  rendre  compte  de  la  façon  dont  ces  droites  moyennes 
sont  distribuées  dans  le  plan,  ou,  en  d'autres  termes,  à  déterminer 
l'enveloppe  de  la  droite  G,  lorsqu'on  fait  varier  la  direction  A. 

L'équation  de  cette  enveloppe  s'obtient  par  l'élimination  de  u 
entre  les  équations 

(I) 

et 

(2) 

Posons 


A,- 


i  =  1 


et 


F  (  ;i.  j  =  (  /?îi  —  |jL )  (  r/ii  —  |JL  j .  .  .  (  nip  —  ij.  i 


V      /     \  F(;j.) 


F(;a.)  et  F^a(|J-)  sont  des  fonctions  entières  de  jj.;  la  première  de 
degré  p,  la  seconde  de  degré/?  —  i. 

Employant  la  notation  connue  «,  bn,  —  a-^b^^z  [«,  b^_\,  nous  po- 
serons encore 

ci(ij.,  a,  i)  =  [a,  62]  [m,  —  m,)  (FudJ-))'^  [«i  63]  (m,  -  /nj)  (f,3  ([x))'+.. . 
-\-  [ai  bp]  (mi-mp){F,p{ix)y-^[a2  b.jirn.-  m:,){F^,{ix)Y-i-... 
H-  [«2  bp]  (771.2  —  m  fi)  {F.2p(i).)Y  +  •  •  • 
-4-  [«/,_!  bp]{/np-i  —  7)ip)[Fp^ip  (ij.))-. 

On  voit,  par  des  calculs  un  peu   longs,  mais  qui  n'olfrcnl  au- 
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cune  diCficullé,  que  des  équations  (i)  el  (y.)  résullenl  poui -^  e.l  y 
les  valeurs 

,  •. ,  'j'(iJ.,  i,  n) 

©(|A,  m,  I) 

, ,  o  ([x,  m,  n) 

o([i.,  m,  i) 

Les  équations  (3)  et  (4).  qui  peuvent  être  prises  pour  équa- 
tions de  l'enveloppe  cherchée,  définissent  une  courbe  unicursale 
de  l'ordre  2{p  —  2). 

8.  Cette  courbe  est  tangente  aux/?  droites  A,,  Ao,  ...,Ay,. 
Cherchons  le  point  où  elle  touche  l'une  quelconque  de  ces  droites, 
A(  par  exemple. 

A  cet  effet,  éliminons  /«,  —  [j.  entre  les  équations  (i)  et  (2).  Il 
vient 

^      ^  ^         (rHi—   [JL)2 

i  =  2 

Nous  avons  ainsi  l'équation  d'une  droite  passant  par  le  point  de 
contact  de  la  droite  movenne  considérée  avec  son  enveloppe. 

Pour  [j.=  nif,  la  droite  movenne  se  confond  avec  la  droite  A,  et 
l'équation  (5)  devient 

VA,- 
.     =  o. 

.^à  (/ni  —  nii) 

i  =  2 

Cette  équation  définit  la  droite  moyenne  des  droites  A2,  A3,  ..., 
Kp  relativement  à  la  direction  de  la  droite  A). 

Or,  cette  droite  coupe  la  droite  A,  au  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  points  où  A|  est  coupée  par  les  droites  Ag,  A3,  .  . ., 
hp.  Donc  : 

n enveloppe  de  la  droite  moyenne  d'un  système  de  p  droites 
est,  en  général,  une  courbe  unicursale  de  Vordre  i{p — 2), 
tan  sente  à  chacune  de  ces  droites  au  centre  des  moyennes  dis- 
tances  des  points  où  la  droite  considérée  est  coupée  par  les 
p  —  I  autres  droites. 

i).   Si,   en  particulier,   nous  considérons  la  droite  moyenne  des 
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trois  cotés  d'un  triangle,  nous  voyons,  d'après  le  théorème  précé- 
dent, que  cetLe  droite  a  pour  enveloppe  la  conique  inscrite  clans 
le  triangle,  et  cjui  touche  ses  trois  côtés  en  leurs  milieux. 

On  voit  iinmédiatenKMit  que  cette  conique  a  pour  centre  le 
centre  de  graf.'ité  du  triangle. 

On  trouve  d'ailleurs,  par  des  réductions  faciles,  que  si 

A,  =  o,     A2  =  o,     A3  =  o 
sont  les  équations  des  trois  côtés,  mises  sous  la  forme 

y  —  mx  —  n  =  o, 
l'équation  de  cette  conique  peut  s'écrire 
A2(m2  — ^3)2-^  A2(/n3  — w,)2_  A2(m,  — w,)2 

-i-  2  A 1  A2 ( »i3  —  "i I  ) ( HH  —  ''^2 )  -i-  2  Ao  A3  (  /»  1  —  m-,)  (mi  —  /?î3  ) 

-!-  2  A3  Al  (  nto  —  m^i)  (m,  —  /;^]  )  =  o. 

10.  Nous  développons,  dans  un  Mémoire  qui  va  paraître  pro- 
chainement dans  les  Nouvelles  Annales,  une  méthode  de  trans- 
formation géométrique  qui  permet,  entre  autres  applications,  d'éta- 
blir un  très  grand  nombre  de  propriétés  des  droites  movennes. 
Toutes  les  propositions  qui  suivent  ont  été  obtenues  par  l'emploi 
de  cette  méthode. 

'  11.  Soient  données  deuK  droites  A,  et  A2  et  une  direction  A; 
coupons  les  droites  Aj  et  Ao  par  une  droite  (juelconque  lî  rencon- 
trant la  droite  A,  au  point  «,  et  la  droite  Ao  au  point  a.^\  menons 
parles  points  «1  et  a-,  des  parallèles  à  la  direction  A;  la  pre- 
mière des  droites  ainsi  menées  coupe  la  droite  Ao  au  point  «',,  la 
seconde  coupe  la  droite  A,  au  point  a\  ;  joignons  les  points  a\  et 
(i^  par  une  droite  ù' .  On  voit  que  les  droites  0  et  Q'  ont  même 
droite  moyenne  par  rapport  à  la  direction  A  que  les  droites  A, 
et  Ao. 

Nous  exprimons  d'une  manière  abrégée  la  construction  précé- 
dente, un  peu  longue  à  énoncer,  mais  bien  simple  par  le  fait,  en 
disant  que  la  droite  Q!  est  obtenue  en  retournant  la  droite  O, 
suivant  la  direction  A,  entre  les  droites  A,  et  Ao. 

Cela  posé,  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  sui\ant: 

Soient  A,,  Ao,  ...,   V^,  p  droites  données  dans  un  plan  ;  cou- 
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pons  ce  syslèine  par  une  droite  il  quelconque  ;  retournons  la 
droite  Ù  suivant  une  direction  donnée  A  entre  les  droites  A,  et 
Ao,  ce  qui  nous  donne  une  droite  iî,  ;  retournons  ensuite  ii,  sui- 
i'ant  A,  entre  Q,  et  A3,  ce  qui  nous  donne  Oj  ;  puis  ii,  toujours 
suivant  A,  entre  Q.,  et  A,,  ce  qui  nous  donne  lis,  et  ainsi  de 
suite  ;  nous  finirons  par  obtenir  une  droite  ilp^i  ; 

i"  Les  droites  Q^_)  et  0  se  cou])cnt  sur  la  droite  moyenne  G 
du  système  des  droites  A,,  A^,  .  .  ,  A^,  relativement  à  la  di- 
rection A  ; 

•>,"  Si  les  droites  G,  i\  et  i\p_ ,  coupent  respectivement  aux 
points  g,  Met  o)p__,  une  pctrallèle  quelco/ique  à  la  direction  ^j 
on  a 

<àg     ^  1. 

De  là  résulle  une  construction  de  la  droite  moyenne  d'un  sys- 
tème de  droites  relativement  à  une  direction  donnée. 

il2.  Soit  G  la  droite  moyenne  des  droites  A,,  Ao,  .  .  .,  Ay,,  rela- 
tivement à  la  direction  A.  Si  nous  retournons  la  droite  G,  suivant 
la  direction  A,  entre  les  droites  A,  et  A,,  nous  obtenons  la  droite 
Bo;  de  même,  la  droite  G  retournée,  suivantla  direction  A,  entre  Bj 
et  A3,  donne  la  droite  B3  ;  G  retournée,  toujours  suivant  A,  entre 
B3  et  A,, donne  B-,  ;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  une  droite  B/^  quel- 
conque. Les  droites  B^;,  A^;,^,,  ...,  A^^  ont  pour  droite  moyenne, 
relativement  à  la  direction  A,  la.  même  droite  G  que  les  droites 
A| ,  Ao,  .  .  . ,  Ay,. 

13.  La  droite  mo^'ennejoue  un  rôle  intéressant  dans  certaines 
questions  relatives  aux  coniques.  En  voici  quelques  exemples  : 

I.  Si  un  triangle  se  déplace  en  restant  inscrit  dans  une  co- 
nique C  et  circonscrit  à  une  autre  conique,  la  droite  moyenne 
des  trois  côtés  de  ce  triangle,  relativement  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  directions  asymptoticjues  de  la  conique  C,  passe  par  un 
point  fixe. 

IL  L'enveloppe  de  la  droite  moyenne,  relativement  à  une 
direction  fixe  A,  des  côtés  d'un  polygone  inscrit  et  circonscrit 
à  deux  coniques  données,  est  une  conique  homologique  de  celle 
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à  laquelle  le  polygone  reste  circonscrit,  le  centre  dlioniologie 
étant  à  l'infini  dans  la  direction  A  ('  ). 

III.  Soient  maintenant  II  et  H'  deux  Iiyperboles  telles  que  les 
tangentes  à  ces  hvperboles,  parallèles  à  la  droite  qui  joint  leurs 
centres  O  et  O',  soient  les  mêmes.  Appelons  H,  et  H'j  les  hyper- 
boles complémentaires  (-)  de  H  et  H'.  Nous  aurons  ce  théorème  : 

Si  un  polygone  P,  d' un  nombre  quehnniiue  de  côtés,  se  meut 
en  restant  inscrit  dans  rinperbole  \\\  et  circonscrit  à  Vhyper- 
bole  H'j,  la  droite  moyenne,  relativement  à  la  direction  00', 
des  tangentes  à  l'hyperbole  H(,  menées  par  les  sommets  du  po- 
lygone Y^ ,  passe  par  un  point  fixe  A  qui  est  le  point  de  rencontre 
des  diamètres  de  Ht  et  de  H',,  conjugués  de  la  direction  00'. 

De  là  ce  corollaire  : 

Si  l'on  mène  par  le  point  \  une  parallèle!}  à  OO',  le  pointa 
est  constamment  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  oii 
la  droite  D  est  coupée  par  les  tangentes  à  l'hyperbole  H,,  me- 
nées par  les  sommets  du  polygone  P. 

14.  Mais  la  notion  de  la  droite  moyenne  intervient  aussi,  comme 
on  va  voir,  dans  des  propriétés  beaucoup  plus  générales  des 
courbes.  Exemples  : 

I.  Etant  données  une  droite  D  et  une  courbe  C  de  la  classe 
p,  si  par  chaque  point  de  la  droite  D  on  tire  les  p  tangentes 
cpie  l'on  peut  mener  de  ce  point  à  la  courbe  C,  et  que  l'on 
prenne  la  droite  moyenne  de  ces  p  tangentes  relativement  à  la 
direction  de  la  droite  D,  cette  droite  moyenne  passe  par  un 
point  fixe. 


(')  Je  généralise  ainsi  ce  lliédrème  : 

La  polaire  d'an  point  fixe  A,  par  rapport  aux  côtés  d'un  polygone  inscrit 
et  circonscrit  à  deux  coniques  données,  enveloppe  une  conique  homologique 
de  celle  à  laquelle  le  polygone  est  circonscrit,  le  centre  d'koniologie  étant 
confondu  avec  le  point  A. 

(^)  Etant  menées  à  une  hyperbole  deux  tangentes  parallèles,  on  forme  le  paral- 
lélogramme qui  a  pour  diagonales  les  asymptotes,  et  ces  deux  tangentes  pour 
côtés;  les  deux  autres  côtés  de  ce  parallélogramme  envelopiient  une  seconde  hy- 
perbole, (pii  a  mêmes  asymptotes  que  la  première,  et  que  nous  appellerons  sa 
complémentaire. 
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II.  Une  droite  qui  se  déplace,  en  restant  parallèle  à  une 
direction  fixe  A,  coupe  à  chaque  instant  une  courbe  d^ ordre  p 
en  p  points  ;  la  droite  moyenne,  relativement  à  la  direction  A, 
des  tangentes  en  ces  p  points  est  fixe  et  se  confond  avec  la 
droite  moyenne  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux  tous  les 
points  de  contact  de  la  courbe  donnée  et  de  ses  tangentes  paral- 
lèles à  la  direction  A. 

III.  Considérons  deux  courbes  C|  et  Co  et  une  direction  A  quel- 
conque. Menons  à  chacune  de  ces  courbes  toutes  les  tangentes  que 
l'on  peut  leur  mener  parallèlement  à  la  direction  A.  Appelons  (C|) 
l'ensemble  des  points  de  contact  ainsi  déterminés  sur  Ci,  (C^)  l'en- 
semble de  ceux  qui  sont  déterminés  sur  (Ci). 

Soient  de  plus  (T)  le  système  des  tangentes  communes  aux 
courbes  C)  et  Co,  (T,)  le  système  des  tangentes  que  l'on  peut  me- 
ner de  tous  les  points  du  système  (Co)  à  la  courbe  C|,  (T^)  le  sys- 
tème des  tangentes  que  l'on  peut  mener  de  tous  les  points  du  sys- 
tème (C|  )  à  la  courbe  Co,  (D)  l'ensemble  de  toutes  les  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  points  du  système  (Ci)  aux  points  du 
système  (Co).  Nous  aurons  ce  théorème  : 

Les  systèmes  de  droites  (T),  (T,),  (To)  et  (D)  ont  même  droite 
mojenne  relativement  à  la  direction  A. 

IV.  Supposons  données  une  courbe  C  et  une  direction  A.  Pre- 
nons sur  la  courbe  C  un  point  c,  et  soit  T  la  tangente  en  ce  point; 
par  le  point  c  menons  à  la  direction  A  une  parallèle  et  supposons 
que  cette  parallèle  coupe  au  point  v  une  droite  quelconque  prise 
pour  base  d'une  involution;  au  point  v  correspondra  dans  cette 
involution  un  point  v';  par  le  point  ^'  menons  à  A  une  parallèle 
qui  coupe  la  tangente  T  au  point  c' ;  lorsque  le  point  c  décrira  la 
courbe  C,  le  point  c'  engendrera  une  courbe  C.  Cela  posé,  nous 
aurons  ce  théorème  : 

Si  une  parallèle  à  la  direction  A  coupe  la  courbe  C  aux 
points  Ct,  c-ii  •--,  Cp,  que  Ti,  To,  ...,  T^  [formant  le  sys- 
tème (T))  soient  les  tangentes  à  cette  courbe  en  ces  points,  que 
c', ,  c', ,  .  .  . ,  c'  soient  les  points  de  C  correspondant  à  Ci,  Co,  .... 
Cp,  que   ï\,  T.,,  ...,   T„  [formant  le  système  (T'))   soient  les 
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taniicntesà  C  aux  poinls  c',,   c',,   ...,  ^  les  systèmes  ÇY)  et 
{r)ont  même  droite  moyenne  relativement  à  la  direction  A. 

15  La  droite  moyenne  d'un  syslème  de  droites  par  rapport  à 
une  direction  donnée  se  confond  avec  la  polaire,  relativement  à  ce 
système  de  droites,  du  point  situé  à  l'infini  dans  la  direction  don- 
née. Cette  remarque  conduit  à  une  généralisation  facde  des  propo- 
sitions du  numéro  précédent;  on  obtient  ainsi  les  théorèmes  sui- 
vants : 

I.  Étant  donné  un  point  A,  une  droite  D  passant  par  ce 
point  et  une  courbe  G  de  la  classe  p,  si  par  chaque  point  de  la 
droite  D  on  tire  les  p  tangentes  que  Von  peut  mener  de  ce 
point  à  la  courbe  G,  la  polaire  du  point  k  par  rapport  à  ces 
p  tangentes  passe  par  un  point  fixe. 

II.  Une  droite  qui  se  déplace,  en  passant  constamment  par 
un  point  fixe  A,  coupe  à  chaque  instant  une  courbe  d'ordre  p 
en  p  points;  la  polaire  du  point  K  par  rapport  aux  tangentes 
en  ces  p  points  est  fixe  et  se  confond  avec  la  polaire  du  point  \ 
par  rapport  aux  droites  qui  joignent  deux  à  deux  tous  les 
points  de  contact  de  la  courbe  donnée  et  des  tangentes  a  cette 
courbe  issues  du  point  A. 

III  La  polaire  d'un  point  A  par  rapport  aux  tangentes 
communes  à  deux  courbes  C^etC,  se  confond  :  i"  avec  la  po- 
laire du  point  A  par  rapport  aux  droites  qui  joignent  les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  de  A  à  G,  aux  points 
de  contact  des  tangentes  menées  de  A  ci  C,  ;  ^°  avec  la  polaire 
du  point  A  par  rapport  aux  tangentes  à  C,  issues  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  de  A  à  C,;  3°  avec  la  polaire 
du  point  \par  rapport  aux  tangentes  à  G,  issues  des  points  de 
contact  des  tangentes  menées  de  A  ci.  G,. 

La  première  partie  de  ce  théorème  III  a  déjà  été  donnée  par 
M.  Lagnerre  {Bulletin  de  la  Soc.  math.,  t.  Ill,  p.  176). 
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Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes  ; 
Par  M.   11.   PoiiNcAuÉ. 

1.  Tous  les  lecteurs  de  ce  Bulletin  connaissent  les  remarquables 
travaux  de  M.  Picard  Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes, 
qui,  après  avoir  paru  dans  divers  numéros  des  Comptes  rendus  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences,  ont  été  réunis  ici  même  en 
un  Mémoire  unique.  La  même  question  a  été  l'objet  des  recherches 
des  géomètres  étrangers,  et  en  particulier  des  géomètres  allemands. 

En  1874»  M""^  Kowalevski  a  envoyé  à  l'Université  de  Gotlin- 
gen  un  Mémoire  qui  va  paraître  dans  les  Acta  Mathematica. 
Dans  ce  Mémoire  (f/e6er  die  Réduction  einer  bestimmlen  Klasse 
Abel'sclien  Intégrale  '.V'^'^  Ranges  auf  elliptische  Intégrale)^ 
elle  cite  les  deux  théorèmes  suivants,  dus  à  M.  \\  eierstrass  : 

Si  l'on  envisage  un  système  de  p  intégrales  abéliennes  de 
rang  p,  parmi  lesquelles  il  y  en  a  une  qui  est  susceptible  d'être 
réduite  aux  intégrales  ellipticjues,  et  si  Von  considère  égale- 
ment la  fonction  0  correspondante  : 

1°  Cette  fonction  0  «  p  variables  peut  être  changée,  par  une 
transformation  cV ordre  k,  dans  le  produit  d'une  fonction  0  à 
une  variable  et  d'une  fonction  (•)  à  p  —  i  variables. 

a"  Elle  peut  également  par  une  transformation  linéaire, 
c  est-à-dire  du  premier  ordre,  être  amenée  à  une  forme  telle 
que,  le  tableau  des  périodes  s' écrivant  comme  il  suit  : 


(A) 


-ip, 

•  •  •  1 


avec  les  conditions  habituelles 

la  période  T12  soit  commensurable  et  que  les  périodes 

~135    '14)     •  •  •  1    "ip 

soient  nulles. 
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Le  premier  de  ces  ihéorèmes  a  été  communiqué  à  M.  Ktinigs- 
berger  el  le  second  à  M™"  Kowalevski  par  des  lettres  de  M.  W  eier- 
strass.  Mais  ils  ne  paraissent  pas  avoir  été  publiés. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  peut  se  généraliser  comme  il  suit  : 

Si  l'on  envisage  un  système  de  p  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce  et  de  rang  p,  parmi  lesquelles  il  y  en  a  jx  qui  sont 
susceptibles  d'être  réduites  au  rang  tji,  la  fonction  0  correspon- 
dante à  p  variables  peut  être  changée  par  une  transformation 
d'ordre  Â-,  dans  le  produit  d'une  fonction  0  à  u  variables  et  d'une 
fonction  0  à  p  —  ti.  variables. 

Le  second  théorème  est  également  susceptible  d'une  généralisa- 
tion, ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin. 

Il  n'est  pas  douteux  que  ces  généralisations  ne  soient  connues 
de  M.  Weierstrass;  mais,  comme  il  serait  difficile  en  France  de 
s'en  procurer  la  démonstration,  je  crois  qu'il  ne  sera  pas  inutile 
de  la  développer  ici,  ignorant  d'ailleurs  si  la  marche  que  je  vais 
suivre  est  la  même  qu'a  employée  Tillustre  analyste  allemand. 

±  Soit 

Xi,    Xi.     Xip 

un  svstème  quelconque  de  sp  périodes.  Posons 
(I)  ■r,=  '^cig-r'A- 

A  -  1 

x\,  x„.  . . . ,  ^2p  désignant  un  nouveau  système  de  ap  périodes,  et 
les  coefficients  «/a-  étant  entiers.  Il  est  clair  que  toute'fonction  qui 
admettra  les  nouvelles  périodes  x'  admettra  également  les  an- 
ciennes périodes  x. 

Si,  de  plus,  le  déterminant  des  «/a  est  égal  à  +  i ,  les  nouvelles 
périodes  x'  pourront  réciproquement  s'exprimer  linéairement  à 
l'aide  des  anciennes  par  des  expressions  à  coefficients  entiers.  Les 
deux  systèmes  de  périodes  seront  alors  équivalents. 

Soit  une  fonction  de  p  variables  admettant  i>. p  périodes  linéaire- 
ment indépendantes.  Ces  2  p  périodes  formeront  un  système /)/'«- 
mitif,  si  toute  autre  période  s'exprime  à  Taide  des  2p  périodes 
considérées,  par  une  exjiression  linéaire  à  coefficients  entiers. 
Tous  les  svstèmes  primitifs  sont  érpiivalents. 
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Un  système  de  [jl  périodes  ([Jl  <  2p)  sera  un  système  incomplet; 
il  sera  primitif  si  on  peut  le  compléter  en  lui  adjoignant  ?.  p  —  p. 
nouvelles  périodes  convenablement  choisies,  de  telle  façon  que  le 
système  ainsi  complété  soit  lui-même  primitif. 

Soit 

un  système  complet  primitif.  Formons  un  système  incomplet 


(2j 


>,f^l  +  «ll,2^-2-^--  •  --^^  «[1.2p^'?p: 


OÙ  les  coelficients  sont  entiers.  Pour  que  ce  système  soit  primitif, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  déterminants  compris  dans  la  matrice 


«11 

«2,1 


fl.2p 


a 


iJ.,1 


aient  pour  plus  grand  commun  diviseur  l'unité. 

Envisageons  l'ensemble  des  périodes  qui  peuvent  s'écrire 


^iX.-, 


«a-^îJ.. 


les  a  étant  commensurables  et  les  x'  étant  toujours  les  périodes 
du  système  incomplet  (a).  Toutes  ces  périodes  pourront  s'expri- 
mer linéairement  à  l'aide  de  [x  d'entre  elles  x'\,  x\^  . . .  ^  x"^  par 
une  expression  à  coefficients  entiers.  Si  le  système  des  x'  est  pri- 
mitif, il  est  équivalent  au  système  des  x" .  Si  le  système  des  x'  n'est 
f)as  primitif,  le  système  des  x'\  qui  est  toujours  primitif,  pourra 
s'appeler  la  base  du  système  (2). 

Dire  que,  dans  un  système  de  p  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce  et  de  rang  p,  il  y  en  a  [jl  linéairement  indépendantes, 
qui  sont  susceptibles  d'être  réduites  au  rang  ja,  c'est  dire  que 
l'on  peut  trouver  un  système  de  2p — 2[x  périodes  qui  sontnuUes 
à  la  ibis  dans  ces  [i.  intégrales. 

On  peut  toujours  supposer  que  ce  svstème  incomplet  est  primi- 
tif; car,  s'il  existe  un  système  incomplet  non  primitif  de  20  —  '2u. 
périodes  qui  soient  nulles  à  la  fois  dans  \x  intégrales,  la  base  de 
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ce  système  non  primitif  jouira  de  la  même  propriété.  D'où  la  con- 
séquence suivante  : 

On  peut  toujours  trouver,  pour  nos  p  intégrales  abéliennes,  un 
système  primitif  de  20  périodes,  de  telle  façon  que  les  20  —  2  u. 
dernières  périodes  soient  nulles  dans  ij.  des  0  intégrales  consi- 
dérées. 

3.  Mais  ce  système  primitif  ne  sera  pas  en  général  un  système 
de  périodes  normales. 

A  chaque  système  primitif  de  périodes  de  p  intégrales  abé- 
liennes est  attachée  une  forme  hilinéaire  à  deux  séries  de  20  va- 
riables 

Si  dans  cette  forme  on  remplace  jr,,  x^,  ...,  x^r,  par  les  pé- 
riodes (formant  le  système  primitif  considéré)  d'une  de  nos  p  in- 
tégrales abéliennes  et  Vx,  Vi,  . . . ,  y 2a  pai'  les  périodes  correspon- 
dantes d'une  seconde  intégrale,  la  forme  s'annule. 

Si  l'on  y  remplace  les  x  par  les  parties  réelles  des  périodes  d'une 
des  intégrales  et  les  y  par  les  parties  imaginaires  de  ces  mêmes 
périodes,  le  résultat  de  cette  substitution  sera  positif. 

La  forme  F  est  une  forme  bilinéaire  identique,  c'est-à-dire 
que  l'on  a  identiquement 

r  \^ll   ■2"2j    .  •  •  .   •2"2p  5  .2"i,   X->,    •  •  •  t   ^iù  )  ^==  o. 

On  sait  que  les  formes  bilinéaires  identiques  ont  un  seul  inva- 
riant qui  est  le  déterminant  oii  le  /;^"■"®  terme  de  la  /i'""^  colonne 
est  le  coefficient  de  x„iy,i-  Cet  invariant,  qui  est  toujours  un  carré 
parfait,  est  égal  à  i  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 

Une  force  bilinéaire  d'invariant  i  est  réduite  lorsqu'elle  s'écrit 

(3)  ^ifi—  ^CiVi-^  x^y.^—  x.,y^-\-.  .  .-h  J-2p-iJ'2p—  ■7-2pJ>'2p-i- 

Le  système  primitif  considéré  est  alors  un  système  de  périodes 
normales. 

Qu'arrive-t-il  maintenant  lorsque  l'on  passe  d'un  système  pri- 
mitif à  un  autre  système  primitif  équivalent?  Posons,  comme  plus 
haut, 

A  =  2p 
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les  rt/ztélant  des  entiers  dont  le  déterminant  sera  égal  à  i.  Les  or' 
formeront  comme  les  x  un  système  primitif",  et  si  Ton  désigne  par 
y\  la  période  de  la  seconde  intégrale  qui  correspond  à  x\,  on 
aura 

(i  bis)  yi^  ^(tiky'k- 

k=:\ 

En  remplaçant  dans  F  les  x  et  les  j^  par  leurs  valeurs  (i)  et 
(i  bis)^  on  obtiendra  une  forme  bilinéaire  en  x'  et  en  y',  arithmé- 
tiquemenl  équivalente  à  F  et  d'invariant  i.  Ce  sera  la  forme  bili- 
néaire correspondant  au  système  primitif  des  x' . 

On  pourra  toujours  choisir  la  substitution  linéaire  (i),  de  telle 
façon  que  la  forme  F  ainsi  transformée  soit  réduite,  et  par  consé- 
quent que  le  système  primitif  des  x'  soit  un  système  de  périodes 
normales  (C/.  Clebsch  et  Gordan,  Abelsche  Functionen,  p.  106). 
Il  existe  également  des  substitutions  linéaires  qui  changent  la  forme 
(3)  en  elle-même  et  qui,  par  conséquent,  changent  un  système  de 
périodes  normales  en  un  autre  svstème  de  périodes  normales  (^loc. 
cit.,  p.  3oo).  C'est  ce  qu'on  appelle  les  transformations  linéaires 
ou  du  premier  ordre. 

Imaginons  maintenant  que  dans  les  relations  (1)  et  (i  bis)  les 
aik  soient  encore  entiers,  mais  que  leur  déterminant  soit  égal  à 
A(  A  >>  i).  Alors  le  système  des  x'  ne  sera  plus  un  système  de  pé- 
riodes de  nos  intégrales  abéliennes,  mais  ce  sera  un  système  de 
périodes,  primitif  ou  non,  d'autres  intégrales  abéliennes. 

Si  l'on  remplace  dans  F  les  x  et  les  v  par  leurs  valeurs  (i)  et 
(I  bis),  on  obtiendra  une  forme  bilinéaire  identique  en  x'  et  r', 
d'invariant  A-. 

Je  dirai  qu'une  pareille  forme  est  réduite  lorsqu'elle  s'écrira 

et  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  peut  toujours  réduire  une  forme  bi- 
linéaire identique  par  une  substitution  linéaire  à  coefficients  en- 
tiers et  de  déterminant  i. 

Supposons  en  particulier  que  la  forme  F  soit  réduite,  de  telle 
façon  que  les  x  soient  les  périodes  normales  des  intégrales  abé- 
liennes données.  Supposons,  de  plus,  qu'après  la  transformation 
notre  forme  soit   encore  réduite,  c'est-à-dire  qu'elle  se  réduise  à 
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une  expression  telle  (|iie  (4),  el,  de  telle  sorte  que 

Z-,  =  A-,  = . . .  =  A-p  =  k. 

Alors  les  x'  seront  les  périodes  normales  d'un  nouveau  systènuî 
d'intégrales  abéliennes;  par  eonsé([uent  la  substitution  (i)  aura 
changé  un  système  de  périodes  norjuales  en  un  autre  système  de 
périodes  normales,  mais  appartenant  à  de  nouvelles  intégrales. 
Elle  s'appellera  alors  une  ti-ansformalion  d'ordre  k. 

4.  Ces  préliminaires  posés,  passons  à  la  démonstration  du  pre  - 
mier  théorème  de  M,  Weierstrass,  généralisé. 

Nous  avons  supposé  que,  les  x  formant  un  système  primitif  de 
périodes  et  F  étant  la  forme  correspondante,  les  ^p  —  2  tj.  dernières 
périodes  étaient  nulles  pour  jx  de  nos  p  intégrales.  Posons  encore 

(i)  ■^(  =  - «/7.-^'/,-,   yi  —  - aiky'u, 

les  aïk  étant  entiers,  mais  leur  déterminant  étant  en  général  plus 
grand  que  i . 

Si  les  2  p — ^  21^  dernières  périodes  du  nouveau  système  ne  dé- 
pendent que  des  2  p —  2  [X  dernières  périodes  de  l'ancien  système, 
si,  en  d'autres  termes,  on  a 

(  5  )  au,  =  o 

(  i  =  2  [X  4-  1 ,  2  |x  -H  2,    . . . ,  2  p  —  1 ,  2  p  ;     A-  =  1 ,  2,    . . . ,  2  ;jL  —  [ ,   2  (JL  ), 

les  2p  —  2tj.  dernières  périodes  du  nouveau  système  seront  nulles 
comme  celles  de  l'ancien  pour  les  ui  intégrales  dont  il  vient  d'être 
question. 

Si  l'on  peut  trouver  une  substitution  linéaire  de  la  forme  (i)  sa- 
tisfaisant aux  conditions  (5)  et  réduisant  le  système  de  périodes  à 
un  système  de  périodes  normales  des  intégrales  transformées*  si, 
en  d'autres  termes,  on  peut  trouver  une  pareille  substitution  qui 
réduise  la  forme  F  à  une  expression,  telle  que  (4),  avec  les  condi- 
tions 

/,,  =  /,,  =  ...  =  kç,=  A-, 

le  théorème  énoncé  sera  démontré. 

Remarquons  même  qu'il  le  sera  encore,  si  nous  arrivons  au  même 
résultat  en  appliquant  successivement  à  notre  forme  F  plusieurs 
substitutions  assujetties  aux  conditions  que  nous  venons  d'énon- 

XII.  (, 
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cer;  car  la  résiiltanle  de  deux  pareilles  subslilulions  salisfail  éga- 
lement à  ces  mêmes  conditions. 

Quand  dans  la  forme  F  on  annule  les  2p  —  2  |jl  derniers  .r  et 
les  20  —  2[j.  derniers  JK,  il  reste  une  lorme  bilinéaire  F,  admettant 
deux  séries  de  atx  variables,  ^,,  j;^,  , . . ,  Xn^^;  jt,  j'o,  . . . ,  jKoij.-  Je 
puis  toujours  supposer  qu'elle  est  réduite  et  s'écrit 

Fi=  /M(a^lj2—  a^2jl)-^^'2(^3rV—  ^473)-+--  •• 

-+-  ATjj.  f  j^'o  p.- 1  j'2  u,  —  ^2  [i.y-2  [A- 1  )  ; 

car,  si  cela  n'était  pas,  on  ferait  subir  aux  variables  une  substitu- 
tion linéaire  de    déterminant  1,  ne  portant  que  sur  les  lu.  pre- 
mières périodes,  et  qui  réduirait  la  forme  F,. 
^"ous  pourrons  alors  écrire 

F  =  Fi--F,-F3, 

F,  ne  contenant  que  les  2  ;a  premières  périodes,  Fo  ne  contenant 
que  les  20  —  2  p.  dernières  et  F3  représentant  l'ensemble  des  termes 
qui  dépendent  à  la  fois  d'une  des  2  a  premières  et  d'une  des 
V  0  —  2  ij.  dernières. 

Nous  allons  ch'jrclier  par  une  suite  de  substitutions  linéaires  à 
faire  disparaître  successivement  tous  les  termes  de  F3. 

Soit,  par  exemple,  à  faire  disparaître  un  terme 

a{xiyi—Xiyi), 
u,"/ étant  une  des  20  —  2  ;j.  dernières  périodes;  nous  poserons 

x^  ==  x'.y  —  ax'i^     Xi  =  A"!  x'i  ; 
de  même,  si  Ton  veut  faire  disparaître  un  terme 

h(x^_Yi—  TiV^), 

on  posera 

Xi  =  x\-^b  x'i.     Xi  =  A-,  x'i, 

cl  anisl  de  suite. 

Toutes  ces  substitutions  satisfont  aux  conditions  (5)  et  l'on  ob- 
tiendra finalement  wne  forme  F'  transformée  de  F  qui  s'écrira 

(G)  f'=f;-^f;, 

l'",  ne  dépendant  que  des  2  a  premières  et  F.,  des  20  —  20.  dernières 
périodes  du  nouveau  système  :  les  deux  eatégories  de  périodes 
sont  séparées.   \a\  lonnc  F,,  ne   différant    d'ailleurs   de  F,    (pren 
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ce  que  les  anciennes  variables  sont  remplacées  par  les  nouvelles, 
sera  rédiiile.  On  réduira  ensuite  la  forme  F!,  par  une  substitution 
linéaire  de  déterminant  i  ne  portant  que  surles  ap  —  2[x  dei- 
nières  périodes  ;  la  forme  F'  transformée  se  réduira  alors  à  une 
expression  telle  que  (4),  d'où  il  est  aisé  de  passer  à  l'expression 

h{  Xif-i—  X, y  i)  ^  ki  Xi)'^,  —  x^y^)  + .  .  .-t-  /•(.7-2p-i.r2p—  a'2p72p-i) 

C.    Q.    F.   D. 

5.  Mais  on  peut  craindre,  en  suivant  la  marche  qui  précède, 
d'être  conduit  à  employer  une  transformation  d'ordre  trop  élevé. 
C'est  ce  qui  nous  amène  à  nous  poser  le  problème  suivant  : 

Tromper  toutes  les  substitutions  satisfaisant  aux  condi- 
tions{o)  et  qui  ramènent  la  transformée  Y'  de  F  à  la  forme  {(V)^ 
où  les  deux  catégories  de  périodes  sont  séparées. 

Ce  problème  se  ramène  au  suivant  : 

Trouver  toutes  les  substitutions  linéaires  portant  sur  les 
2  0  —  2  [j.  dernières  périodes  et  telles  qu'après  la  transformation 
tous  les  coefficients  des  termes  qui  contiennent  à  la  fois  x^  ou 
X.2  et  une  des  2  p  —  2  [x  dernières  périodes  soient  divisibles  par  /, ,  ; 
cjue  tous  les  coefficients  des  ternies  qui  contiennent  à  la  fois  x-:^ 
ou  ,C/,  et  une  des  2p  —  i'^  dernières  périodes  soient  divisibles 
par  Â'3  ;   etc. 


Soit 


F:j  =  2  bik  (  xiyh  —  x;,yi  ) 


(t=i.   ■}.,    ...,   ^ijl;     A  =  2[ji.-hi,   2;ji-4- 

-  2, 

Posons  maintenant 

.r/,=  Z/,C/,/,^;, 

{/x  =  1  ;j.  -f-  1 ,   'i  [Ji  -1-  2.    ....  20;     A  =  2  ;x  -f- 1 , 

2;j(. 

d'oîi 

20). 


2pj. 


F  3  =  S  6,7,  ci-n  (  Xiy'/,  —  x',,  yt  ) . 
Les  conditions  énoncées  se  réduisent  à 

( 7 )  S/, bn, Ckh  =  0     (  ino <I  A/  > 

(en  supposant  /=2/ou  :>,  / —  i). 

Le  nombre   total  des  conj^rucnecs  (y)  est   2  [0.(20  —  '-'-I-'-)-   "est 
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aisé  de  voir  de  quelle  forme  en  est  la  solution  i^énérale;  on  troii\e 

Dans  cette  expression,  les  d  ont  des  valeurs  déterminées; 
les  a  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  né- 
s;atives;  enfin  l'indice  m  varie,  comme  les  indices  /."  et /i  eux- 
mêmes,  depuis  y  tjL  4- I  jusqu'à  ap.  Il  résulte  de  là  (jue  la  substi- 
tution 

peut  être  rei;ardée  comme   la  résultante  des  deux    substitutions 
suivantes  : 

(8)  X/,=  y:di,n-P"m 

(y)  a-"„,  =  I.  y.,,,/,. >■',,. 

La  substitution  (8)  est  la  plus  simple  de  toutes  les  substitutions 
linéaires  qui  satisfont  aux  congruences  (7),  pendant  que  (9)  est 
une  substitution  linéaire  quelconque  à  coefticients  entiers. 

Ainsi  l'on  obtiendra  toutes  les  substitutions  qui  satisfont  aux- 
dites  congruences  en  faisant  suivre  la  plus  simple  d'entre  elles 
d'une  substitution  quelconque  à  coefficients  entiers.  Nous  pour- 
rons donc  nous  borner  à  envisager  la  substitution  (8)  elle-même. 

Appliquons  donc  à  notre  forme  Fia  substitution  (8)  ;  tous  les 
coefticients  de  F3  satisferont  aux  congruences  (-).  Par  exemple,  le 
coefticient  du  terme  x^j'i — ^v'i  j:",,  Xi  étant  une  des  20  —  2  ix  der- 
nières périodes,  sera  divisible  par  A,,  et  ce  terme  s'écrira 

a/^'iix-iyi—yiXi), 

de  sorte  qu'on  pourra  le  faire  disparaître  en  posant  simplement 

c'est-à-dire  par  une  substitution  de  déterminant  i. 

Ce  sera  là  la  manière  la  plus  simple  de  faire  disparaître  tous  les 
termes  de  F3.  Si,  après  avoir  séparé,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
les  deux  catégories  de  périodes,  on  applique  à  la  forme  F  une  sub- 
stitution linéaire  quelconque  ne  portant  que  sur  les  2  u  premières 
périodes,  puis  une  substitution  linéaire  quelconque  ne  portant 
(Hie  sur  les  20  —  2[jl  dernières  périodes,  il  est  clair  que,  dans  ia 
forme  ainsi  transformée,  les  deux  catégoriesde  périodes  seront  en- 
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core  séparées.  On  esl  ainsi  conduil  à  une  infinité  de  manières  de 
faire  disparaître  tous  les  termes  de  F3,  et  il  est  aisé  de  voir  qu'// 
ny  en  a  pas  d'autres. 

6.  Occupons-nous  maintenant  de  démontrer  le  second  théo- 
rème de  M.  Weierstrass.  Nous  snpposons  qu'une  intégrale  est 
réductible  aux  intégrales  elliptiques,  et  par  conséquent  p.  =  i . 
Dans  le  système  primitif  d'où  nous  partons,  les  20  —  2  dernières 
périodes  sont  nulles.  Il  s'agit  de  ramener  ce  système  à  un  système 
normal,  mais  cette  fois  par  une  transformation  de  déterminant  1 . 
Nous  devons  de  plus  supposer  que  dans  le  nouveau  système  les 
20  —  3  dernières  périodes  ne  dépendent  que  des  2p  —  2  dernières 
périodes  de  l'ancien  système  (de  façon  qu'elles  soient  nulles  dans 
l'intégrale  réductible),  et  que  la  deuxième  et  la  troisième  nouvelles 
périodes  ne  dépendent  que  des  20—1  dernières  périodes  de  l'an- 
cien système  (de  façon  qu'elles  soient  commensurables  entre  elles 
dans  l'intégrale  réductible). 

Quand  la  possibilité  d'une  pareille  réduction   sera  établie,  le 
théorème  de  M.  Weierstrass  sera  démontré. 

Nous  avons  encore  notre  forme 

qu'il  s'agit  de  réduire.  Ici 

Nous  poserons  d'abord 

.ri  =  x\ , 

a2J^.2-i-  2C3:r3-4-.  .  .-h  a2pa:2p    =^'3, 

P/,3a^3  +  .  •  .^-  P.-,2p^2p=  ^/,        («^■>  3). 

C'est  là  une  substitution  linéaire  satisfaisant  aux  conditions  énon- 
cées, pourK'u  que  son  déterminant  soit  égala  i.  Or,  les  coeffi- 
cients «.,«3,  ...,  rtop  devant  être  premiers  entre  eux,  puisque 
l'invariant  de  F  est  égal  à  i ,  on  pourra  toujours  choisir  les  a  et 
les  l'i  de  telle  façon  que  ce  déterminant  soit  égal  à  i. 
Après  celle  substitution  la  forme  F  se  changera  en 

F'=  f'i4-f;  +  f';j, 
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(Ml 

Il  suffira  pour  faire  disparaître  F'j  de  poser 

Après  celte  nouvelle  transformation,  la  forme  F  deviendra 

11  reste  à  réduire  F.',,  mais  de  telle  façon  que  les  20  —  3  der- 
nières périodes  du  nouveau  système  ne  dépendent  que  des  ap  —  3 
dernières  périodes  de  l'ancien.  Cela  peut  se  faire  absolument  de 
la  inême  manière. 

Nous  pouvons  écrire,  en  effet,  en  supprimant  les  accents, 

F",  =  Z  d,  (  x^n  —  Xi  y  3  )  -h  S  e/  (  x^^yi  —  xiy-,  )  -+-  F;  , 

où  /est  plus  grand  que  3  et  où  F!,  ne  dépend  que  des  20  —  \  der- 
nières périodes.  Nous  poserons  alors 

X,    =    cIlXk     -^  CUX^     -;-...-!-  dor,Xyr., 

en  choisissant  les  0  de  façon  que  le  déterminant  de  cette  substitu- 
tion linéaire  soit  égal  à  i. 

11  viendra  après  transformation 

¥]  ne  dépend  que  des  l^p  —  ^  dernières  périodes.   Nous  poserons 

d'où,  après  la  transformation. 

F  2  =  ^3  74  —  ^\y\  -^  F7. 

Il  reste  enfin  à  réduire  F^',  mais  cette  fois  par  une  substitution 
quelconque  de  déterminant  i ,.  ce  qui  se  fera  aisément. 

Le  second  théorème  de  M,  Weierstrass  est  donc  démontré. 

7.  Occupons-nous  maintenant  de  généraliser  ce  résultat  en  sup- 
ywsant  que.  au  lieu  d'une  intégrale  réductible  aux  fonctions  ellip- 
tiques, nous  ayons  y.  intégrales  réductibles  au  genre  \k.  Supposons, 
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pour  fixer  les  idées,  jx  ^  2,  de  lelle  façon  que  les  y.  p  —  4  dernières 
périodes  de  notre  système  primitif  soient  nulles  pour  nos  [i.  inté- 
grales. Notre  forme  F  s'écrii-a  encore 

F  =  Fi-i-Fa^-F., 

et  nous  pourrons  supposer  que  F,  est  réduit  de  telle  sorte  que 

Fj  =  «2('^'ij2— -î^-iji)-!- ^i  (-2-374  —  ^4  J:i)> 
F3  =  i:  cii  (  Xi  Yi  —  Xifi)  -hl.bi{  X3JU  ■—  xty^  ) 

-+-  S Ci{x.2yi—  Xiy, ) -i-  il dii^x^yi—  .r,j4 ),     (<  >  4  ). 


Posons 

(10) 


^1  =   ^17         •^3=^3  5 

(     «2^2+  û^5^5-+-  «6^6-r--  •  • -T-  «20-^2  0=  ^'2- 
(     64^4+  65375+  6c-2?6  +  -  ••+  62P  ^2  p  =  ^'4- 
x'i='L'Xil,Xl,, 

(A- =  2,  4)  5,  6,   ...,  ■2p),     (t  =  5,  6,    .,.,  2p). 

L'invariant  de  la  forme  F  étant  égal  à  +  i,  les  déterminants 
tenus  dans  la  matrice 


a-i        O        «■;       «G 
o      6i      b-,      be. 


b., 


sont  premiers  entre  eux.  Il  en  résulte  que  l'on  peut  choisir  les  a, 
de  telle  sorte  que  le  déterminant  de  la  substitution  linéaire  (10) 
soit  égal  à  I . 

Après  cette  transformation,  la  forme  F  deviendra 

f'=f',  +  f;  +  F3, 

où 

P'i  =  ^'1  y'-i  —  -^  2  j  1  H-  ^'-6  y'k  —  ^  t  r  3 , 

F3  =  -  c'ii^'-iy'i—  Xif,^  +  Z  di{x,y^-~  x'iy\). 
On  posei'a  alors 


X ^  ■ —  X ^  -+-  -,  Ci"*"/,  x^  —  X.^  -\-  Z,  CliX i^ 


(^■>4), 


et  la  forme  F  se  réduira  à 

F"  =  (x\y\  —  x\y\  -\-x\y",,  —  x\y\  -h  F'^, 
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F'^  ne  dépendant  que  des  ap  —  4  dernières  périodes.  Il  reste  à  ré- 
duire F'o.  Cette  réduction  une  fois  opérée,  le  s^^stème  des  périodes 
sera  ramené  à  un  système  normal,  et,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  s'en 
assurer,  l'une  quelconque  des  ap  —  \  dernières  périod(îs  s'expri- 
mera linéairement  à  l'aide  de  la  deuxième  et  de  la  quatrième  par 
une  expression  à  coefficients  commensurables. 

Or  nous  pouvons  toujours  supposer  que  la  deuxième  période 
est  égale  à  i  dans  la  première  de  nos  deux  intégrales  réductibles  et 
à  zéro  dans  la  deuxième,  et  que  la  quatrième  période  est  égale  à 
zéro  dans  la  première  de  ces  deux  intégrales  et  à  i  dans  la 
deuxième.  Voici  quel  sera  alors  le  Tableau  des  périodes  de  ces 


deux  intégrales 

A 

I 

B 

o 

«5 

«6        . 

.  .        «sp 

A' 

o 

B' 

I 

bs 

^6        .. 

,.      6„ 

les  a  et  les  b  étant  eommensurahles . 

Il  s'agit  maintenant  de  simplifier  ce  Tableau  en  transformant 
les  périodes,  mais  de  façon  qu'elles  ne  cessent  pas  cV être  des 
périodes  normales. 

Or,  1°  les  périodes  ne  cesseront  pas  d'être  normales  si  l'on  ap- 
plique à  une  période  de  rang  impair  et  à  la  période  de  rang  pair 
qui  la  suit  une  substitution  linéaire  à  deux  variables  et  de  déter- 
minant I . 

Ainsi  l'on  peut  poser,  par  exemple, 

(il)  «5=  aa5-+- (Sae,     «s  =  Y«5-t- Sa^,     ao  —  i^T  =  ' , 

et  remplacer  dans  le  Tableau  a„  et  «c  pa^'  <^^j  et  «,.  ;  le  système  de 
périodes  ainsi  défini  sera  encore  normal. 

On  choisira  les  coefficients  de  cette  substitution  de  telle  façon 
c|iie  «,.  soit  nul;  on  opérera  de  la  même  manière  sur  chacune 
des  p  —  2  dernières  paires  de  périodes,  de  façon  à  faire  dispa- 
raître dans  chacune  d'elles  les  périodes  de  rang  pair  de  la  pre- 
mière intégrale;  par  conséquent  on  peut  toujours  supposer 

«6  =  «(j  =  «10  =  .  .  .  =  rtjfi  =  <>• 

2"   P(jsons 

i     «2!J.-I=   a«2[J.-I^-  ?«2V-1-        «27-1=^         Y"i|A-l+  ^«2V-1- 

(12)  ..    rtoj;,      =  ortajj.     — 7«2V!  «2v      = — f5«2|j.     -i- :««2V 


-   137  - 
Si,  dans  le  syslènie  des  périodes,  on  remplace 

par 

^2\3.—l,    «2jJl)     <3J2V— 1,    «2V> 

ce  système  restera  normal. 

Appliquons  la  substitution  (12)  en  faisant 

[J.=  p,      V   =  p— I. 

En  choisissant  les  coefficients  de  la  substitution,  nous  pourrons 
faire  disparaître  «op-i^  sans  que  «.p  et  a-y^^i.  cessent  d'être  nuls. 
On  appliquera  ensuite  la  même  substitution,  en  faisant 

[J.  =  p— I,      v  =  p— 2, 

et  l'on  fera  disparaître  f/2p_3- 

Et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  tous  les  «,  excepté  a^,  soient 
nuls  ;  on  aura 

Opérons  maintenant  sur  les  b.  Appliquons  la  substitution  (11) 
aux  p  —  3  dernières  paires  de  périodes,  de  façon  à  faire  dispa- 
raître dans  chacune  d'elles  les  périodes  de  rang  pair,  ce  qui  s'écrit 


^8=  ^'10  = 


^2p^ 


Nous  ne  pouvons  opérer  de  même  sur  la  paire  b^ba,  sans  quoi 
c/q  cesserait  d'être  nul. 

Appliquons  maintenant  la  substitution  (12)  aux  deux  dernières 
paires,  de  façon  à  faire  disparaître  b^p-i,  puis  aux  paires  de  rang 
p  —  2  et  p  —  I ,  de  façon  à  faire  disparaître  b.2p_3,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  l'on  ait 

^>8=  69=  6,0  =  . .  .  =  è2p=  o. 

On  ne  peut  opérer  sur  les  troisième  et  quatrième  paires,  de  façon 
à  iaire  disparaître  67,  sans  quoi  «7  cesserait  d'être  nul. 

Toutes  ces  réductions  faites,  le  Tableau  des  périodes  s'écrit 

A      I     B     o    «5     o      000...       0 
A'    o    B'     I     65     ùf,    ^700...       o 

Il  reste  à  faire  disparaître  bç.  Pour  cela  nous  appliquerons  la 
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subslilution  (12)  à  la  deuxième  et  à  la  Iroislèine  paire,  de  façon  à 
faire  disparaître  la  sixième  période  de  la  deuxième  intégrale;  le 
Tableau  des  périodes  s'écrit  alors,  après  cette  dernière  transfor- 
mation, 

A      I     B,     o     (X-t-[JiBi)     o     o     ...     o 
A'     o     B'i      I     (À'-4- [xB',  )     o     V      ...     o 

où  À,  [X  et  V  sont  commensurables  et  où  il  est  aisé  de  voir  que 
A'  =  B,. 

Le  résultat  ainsi  obtenu  se  généralise  aisément  pour  le  cas  de 
ij.  >-  2,  la  démonstration  étant  absolument  la  même.  Pour  énoncer 
ce  théorème,  je  supposerai,  pour  fixer  les  idées,  tji  =  3,  p  ^  7,  et 
j'imaginerai  que  le  Tableau  des  périodes  ait  été  écrit  sous  sa  forme 
habituelle  (A). 

On  aura 

"^17  =  "27  =  '^37  =  '16  ^=  "26  =  O, 

~36='''3)        "14  =  ^>1  +   ''2"l2-l-  /^3"l3) 

"2i  =    !-«-l -r-  '•2~22-l-  />3"235       "34  =  '' 1  "î"  ^2  "^^23  +  '^3'^33) 

"l5=''4'^13ï        "23  =   [-'•2+  '>4~23i       "35  =^  ''2  +  '*4  "33- 

les  \^  !e$  iji.  et  les  ^?  étant  commensurables.  Ce  qu'il  faut  surtout 
retenir,  c'est  qu'on  peut  choisir  le  système  normal  des  pé- 
riodes, de  telle  façon  que  les  |jl  premières  intégrales  normales 
{Cf.  Clebsch  et  GoKDAw ,  Abelsche  Fiinctioneji,  p.  lo^),  qui 
correspondent  à  ce  système  soient  précisément  |Ji  des  intégrales 
réductibles. 

Dans  ces  iji  intégrales  normales,  les  périodes  de  rang  2 p. +  2, 
2  ^  +  4,  2|A  +  (i,  . . . ,  2p  —  2,  2p  sont  nulles;  de  plus  il  y  a  des 
relations  linéaires  à  coefficients  entiers  : 

1"  Entre  les  périodes  de  rang  2  [j. -i- i ,  2,  4?  ^,  •••»  2|j.,  3,  5, 
7,  ...,  2|x  — 1; 

2"  Entre  les  périodes  de  rang  2  a  +  3,  4>  6,  . . . ,  2|jl,  5,  7,  .  . . , 

3"  Entre  les  périodes  de  rang  2  jj.  +  5,  6,  8,  . . . ,  2  |j.,  7,  9,  . .  .  , 
2  [j.  —  1  ; 

[A  —  1"  Entre  les  périodes  de  rang  !\\x  —  3,  2  jj. —  2,  2u.  et 
2  ij.  —  I  ; 

j/."   Entre  les  périodes  de  rang  4[J-  —  i  et  21J., 


—  139  — 

J'ai  conserve  pour  les  rangs  des  périodes  le  inèine  mode  dedési- 
gnalion  (jue  j'ai  eiii[)loyé  dans  tout  ce  travail,  de  telle  façon  que  la 
période  de  rang  i\  occupe  la  ),"^'"^  colonne  dans  le  tableau  (A), 
pendant  que  la  période  de  rang  a)^  —  i  y  occupe  la  {o  -^  'jy'ioc  ^^j, 
lonne. 

Ainsi  se  trouve  généralisé  le  second  théorème  de  M.  Weier- 
strass,  dont  il  est  inutile  de  faire  ressortir  l'analogie  avec  l'un  des 
plus  beaux  résultats  de  M.  Picard. 

8.  La  démonstration  qui  fait  l'objet  du  paragraphe  précédent 
peut  se  présenter  sous  une  forme  un  peu  différente. 

Soient  X,,  a:.2,  •  •  • ,  ^op  un  système  de  périodes  normales  de  nos 
p  intégrales  abéliennes,  et  ^, ,  So,  . . . ,  ^2[j.  im  système  primitif  quel- 
conque de  périodes  des  u.  intégrales  réduites. 

On  aura,  pour  une  quelconque  des  intégrales  réductibles, 

Xi  =  S/,.  a,7,.  ;/,.       {l  =   1,2,    .  .  .  ,    2  p  ;   A"  =  1 ,    1,    .  .  .,   2  [X), 

les  a  étant  des  coefficients  entiers. 

Appliquons  à  nos  périodes  les  substitutions  (ii)  et  (12),  de  fa- 
çon que  le  nouveau  système  soit  encore  normal. 

1°  Appliquons  à  toutes  les  paires  de  périodes  la  substitution  (i  i), 
de  façon  à  faire  disparaître  y.-2,i-,  a,,!?  •  •  • ,  ^-20, i- 

2°  Appliquons  ensuite  aux  deux  dernières  paires  la  substitution 
(12),  de  façon  à  faire  disparaître  ccop^t^i,  puis  aux  paires  de  rang 
p  — 2  et  p  —  I,  cette  même  substitution,  de  façon  à  faire  dispa- 
raître aop_3^,,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  tous  les  a/^,  aient 
disparu,  excepté  a,  ,. 

3"  Appliquons  ensuite  à  toutes  les  paires  de  périodes,  excepté 
à  la  première,  la  substitution  (11),  pour  faire  disparaître  aj^o, 
a,., 2.  •••,  y-2p,2- 

4"  Appliquons  ensuite  la  substitution  (12)  aux  deux  dernières 
paires  pour  annuler  a^p^,  .,,  puis  aux  paires  de  rang  p  — ■  2  et 
p  — I  pour  annuler  a2p-3,2?  6t  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  tous 
les  a/^2  aient  disparu,  excepté  a,  o,  a2,2  et  a^  2- 

5°  Appliquons  la  substitution  (i  1)  à  toutes  les  paires,  sauf  aux 
deux  premières,  de  façon  à  annuler  ac^^j  «g  3,  . . . ,  a^p^:). 

()"  Faisons  ensuite  disparaître  à  l'aide  de  la  sulislitulion  (12), 
lous  les  a/^3,  excepté  a,^rî,  «j^s,  a;,^,,  a,^;)  et  a.,^:,. 
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En  coiilinuanl  de  la  sorte,  on  an'i\era  à  avoir 
(  1 3  )  a/ /..  =  o,     i  >  -i.  /.  —  I . 

Cela  fait,  nous  allons  chercher  à  faire  disparaître  les  coefd- 
cienls  a/^/;   où   l'indice  i  est  pair  et  plus  grand  que  7.^-,   il  reste 

^— ■  coefficients  qui  ne  sont  pas  encore  nuls  et  qu'il  faut  an- 
nuler; mais  cela  ne  pourra  se  faire  qu'en  faisant  reparaître  quel- 
ques-uns des  coefficients  qui  avaient  disparu  dans  les  sinq)lifica- 
tions  précédentes.  Il  faut  s'arranger  pour  que  les  coefficients  a,vt 
qui  reparaîtront  ainsi  aient  tous  l'indice  i  impair.  Pour  cela,  il 
faut  que  les  périodes  ç  aient  été  choisies  convenablement,  comme 
on  va  le  voir. 

Le  choix  des  périodes  \  est  resté  jusqu'ici  entièrement  arbi- 
traire. Mais  il  est  clair  que  nous  aurions  pu  remplacer  les  ç  par 
tout  autre  système  équivalent,  rien  de  ce  qui  précède  n'en  aurait 
été  changé.  Nous  pouvons  donc  supposer  que  le  choix  des  pé- 
riodes ç  ait  été  fait  avant  la  réduction,  de  la  façon  la  plus  conve- 
nable pour  notre  objet. 

\oici  comment  nous  pouvons  supposer  que  ce  choix  a  été  fait. 

LiOnsiderons  les  — lormes  bilineaires 

^pq=^'^k{^ik-\,p'^U-.q—^ik,p'^ik-\,q)        (A   =   I,2,     ...,p). 

Les  substitutions  (ii)  et  (12)  changent  ces  formes  en  elles- 
mêmes. 

Il  reste  à  voir  ce  qui  arrive  quand  on  remplace  le  système  des  ^ 
par  un  S3'stème  équivalent. 

Posons 

Cp '  t'pr-ir 

avec 

il  viendra 

r/.      _   V       O  «  . 

J.,, —p  ^Jpp  J-ip. 

Nos  formes  ^  seront  devenues 

^'i!^  =  -  (  «  2  k- 1 .  /•  «2  k,s  —  '^'2  k,V  'J-'i  k  -  1  ..?) 
ou 
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Supposons,  en  parliculier,  que  la  substitution  qui  fait  passer  des 
;  aux  ;'  ne  porte  que  sur  les  2  a  —  i   derniers  l,  de  telle  sorte  que 

Il  viendra 

On  pourra  donc  toujoui^s  choisir  les  [i  de  telle  façon  que 
4»',^=  o    (s  =  2,  3,  . . .,  iix  —  i). 

En  conséquence,  on  peut  toujours  supposer  que  les  ç  aient  été 
choisis  de  telle  sorte  que  tous  les  <I>,,^  soient  nuls,  excepté  ^,,2^- 
De  plus,  cette  propriété  ne  sera  pas  altérée  par  une  substitution 
linéaire  ne  portant  que  sur 

;2'  Ç3i  •  •  •)  ;2[j.~i- 

En  raisonnant  de  la  môme  façon,  on  verrait  qu'on  peut  trouver 
une  substitution  linéaire  ne  portant  que  sur  Ç;,,  ;,,  . .  .  ,  Ç:«(j.-i,  et 

telle  que 

<i>'.2,s=  o    (5  =  3,  4,  . . .,  2[j.  —  2). 

On  peut  donc  toujours  supposer  que  tous  les  <ï>,^y  et  les  ^o,^ 
sont  nuls,  sauf  <!>,,. jtj.,  ^2,211.,  ^2,2ii-\-  De  plus,  cette  propriété  n'est 
pas  altérée  par  une  substitution  linéaire  ne  portant  que  sur 

En  continuant  le  même  raisonnement,  on  verrait  que  l'on  peut 
supposer  que  <Pp^g  est  nul,  toutes  les  fois  que 

/j  —  </  <  2  [A  -f-  I . 

J'aurais  même  pu,  si  cela  avait  été  utile  pour  mon  objet,  mon- 
trer que  l'on  peut  choisir  les  ç  de  telle  façon  que  les  '— -^-^ •  formes 

<i>p^ç  s'annulent,  à  l'exception  de  [>.  d'entre  elles. 

En  effet,  soient  i,,  ^o,  . . . ,  i^^i  les  périodes  d'une  de  nos  ;j.  inté- 
grales, à  l'aide  desquelles  s'expriment  les  périodes  normales^,, 
X2,  . . . ,  X2p  de  celte  même  intégrale  ;  soient,  pour  une  seconde  in- 
tégrale, -/!,,  -/la,  ..,,  r.op,;  r,,  r2,  ••-  ,>'2p  les  périodes  correspon- 
dantes aux  ^  et  aux  x.  On  aura 
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Or  on  aura  pu  toujours  choisir  les  ^  de  telle  faron  que  la  forme 
bilinéaire  du  second  membre  soit  téduile,  et  n'ait  par  conséquent 
que  u.  termes.  Je  supposerai  que  les  \x  termes  qui  ne  s'annulent 
pas  sont  ceux  qui  ont  pour  coefiicicnts 

*l,2[li     *2,2;A-17    *3,2[J.-25     •••»     ^\)..\).^\- 

De  plus,  aucun  de  ces  termes  ne  s'annulera,  sans  quoi  Tinvarianl 
de    no    tre  forme    l)ilinéaire    serait    nul;    ce    qui    est    impossible 
{Cf.  Comptes  rendus  des  séances  de  V /icadémie  des  Sciences.^ 
t.  XCVII;  PicAKD  et  PoiNCAuÉ,  Note  du  3  décembre  i883). 
On  aura  donc 

(    *p,7  =  0      si      />  -+-^  ^  2|i.-|-  I, 

(  1 4  )  1 

{  ^,,^(j  <o     si    /)-+-<7  =  2jx-+-i. 

Les  substitutions  (i  i)  et  (12)  n'altérant  pas  les  formes  ^p^p  ces 
conditions  subsisteront  quand  j'aurai  annulé  à  l'aide  de  ces  substi- 
tutions tous  les  a/A,  où  ?">  2/.-  —  i.  Mais  les  conditions  (i3)  et(i4) 
entraînent  les  suivantes  : 

^2/i,/,  =  o    ^'     A -f- A"  <  2  ;-«• -f- 1 . 

Nous  avons  donc  fait  disparaître  tous  les  a/^  lorsque  l'indice  / 
est  plus  grand  que  ik  —  i,  ou  lorsque,  étant  pair,  il  est  plus  petit 
que  4  "^  +  2  —  k.  Cela  posé,  nous  allons  faire  disparaître  le  coeffi- 
cient 'y.>^j^2,\j.+2->  en  appliquant  la  substitution  (12)  aux  (|j.  +  i)"^"'" 
et  ([X  —  iy'"i<-'  paires,  puis  le  coefficient  <y.2^i+2 ,\L+i  en  appliquant  la 
substitution  (12)  aux  (;j.  +  1)'™^''  et  (|j.  —  2 )''^'"*' paire,  puis  le  coef- 
ficient y.2is.+-2,\i+->  e"  opérant  de  même  sur  les  (;ji.  4-  iy''™«  et  (|x  —  3y'^rae 
paires,  ...,  puis  enfin  le  coefficient  y->^j^2  ,-2u.  ^  en  opérant  sur  les 
(ui  +  ,yéme  g(.  pi-eniière  paires. 

On  aura  alors 

quel  que  soit  /•". 

On  opérera  de  la  même  l'açon  sur  les  (a  +  2)'™''  et  ('-«-—  2)"'"* 
|)aires  pour  faire  disparaître  y.2\}.j^.\,]i.Jr:\y  P"is  sur  les  (  u.  +  2)"'"*'  et 
/tjL  —  3y'nie  paires  pour  annuler  ''J.2^_^!,,u.+  \i  -  •  •  5  \iiùs  sur  les  (a  +  a)'""*' 
et  première  paires  pour  annuler  <j.2\].j^',,2\j.-  On  aura  alors 

(picl  (juc  soit  /■. 
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On  n'a  qu'à  conlinuer  de  la  sorte  pour  avoir  enfin 

ao/,y,  =  o     (A  =  ;j.  -f- 1 ,  !^-  -H  2,  . . . ,  p;  k  =  i,  i,  ....  '2 ;x). 

Il  est  clair  en  e(Tet  ([n'en  opérant  dans  l'ordre  que  je  viens  d'in- 
diquer, on  pourra  faire  reparaître  des  coefficients  a//;  que  l'on  aura 
fait  disparaître  antérieurement,  mais  .seulement  si  l'indice  i  est 
impair;  on  n'aura  pas  à  craindre  de  faire  reparaître  des  coeffi- 
cients y-ih  dont  le  premier  indice  sera  impair. 

Il  résulte  de  là  qu'après  toutes  ces  transformations  les  périodes 
paires  des  p  —  u.  dernières  paires  seront  nulles  dans  nos  [i.  inté- 
grales réductibles.  Mais  ces  [jl  intégrales  ont  été  jusqu'ici  choisies 
arbitrairement.  On  peut  toujours  les  remplacer  par  [x  quelconques 
de  leurs  coml)inaisons  linéaires.  Or  le  choix  de  ces  combinaisons 
linéaires  peut  être  fait  de  telle  façon  que,  dans  la  première  d'entre 
elles,  la  période  de  rang  2  soit  égale  à  i,  et  les  périodes  de  rang  4, 
6,  8,  ...,  2a  égales  à  zéro;  que  dans  la  deuxième  d'entre  elles  la 
période  de  rang  4  soit  égale  à  i  et  les  périodes  de  rang  2,  6,  8,  ..., 
2  a  égales  à  zéro,  ...  ;  qu'enfin  dans  la  [x'*^"*  d'entre  elles  la  période 
de  rang  2 a  soit  égale  à  1,  et  les  périodes  de  rang  2,  4,  (^,  •■■, 
2 'J.  —  2  égales  à  zéro. 

Par  conséquent,  si  nos  a  intégrales  sont  choisies  de  la  sorte, 
toutes  les  périodes  de  rang  pair  seront  nulles  dans  chacune  d'elles, 
excepté  une  qui  sera  égale  k  i.  Ce  seront  donc  des  intégrales 
normales .  c.  q.  f.  d. 

Ainsi  se  trouve  démontré,  par  des  méthodes  purement  arithmé- 
tiques, ce  théorème  si  utile  dans  la  théorie  des  fonctions  abé- 
liennes,  ce  qui  prouve  une  fois  de  plus  que  l'analyste  ne  saurait  se 
passer  du  secours  de  la  théorie  des  nombres. 


-   144  - 


EXTRAITS  DES   PROCES-YERBAUX. 


SÉANCE  DU  2  NOVEMBRE  1883. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    ROL'CHÉ. 

Communications  : 

M.  Poincaré  :  Suf  les  groupes  continus  contenus  dans  le 
groupe  linéaire  à  n  variables. 

M.  Lucien  Lévy  :  Sur  une  généralisation  du  problème  des 
développées. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  une  généralisation  de  Vinversion  des 
courbes. 


SÉANCE  DU  IG  NOVEMBRE  1883. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    ROL'CIIÉ. 

Démission  :  M.  Perrin,  vice-président,  envoie  sa  démission  de 
vice-président,  motivée  par  son  départ  de  Paris. 

Communications  : 

M.  Picard  :  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  indépen- 
dantes restant  invariables  par  les  substitutions  cVun  groupe 
discontinu. 

M.  André  :  Sur  la  probabilité  pour  qu'une  permutation 
donnée  de  n  lettres  soit  une  permutation  alternée. 

M.  Laguerre  :  Sur  un  théorème  d'Algèbre  élémentaire. 

M.  Perott  adresse  un  Mémoire  :  Sur  le  problème  des  fous. 


-   Ho  - 
SÉANCE   DU  7  DÉCEMBRE    188,'{. 

PRKSIDKXCK    DE    M.    aorcilK. 

Communications  : 

M.  Lucien  Léw  :  Sur  le  complexe  des  normales  aux  ellip- 
so ïdes  11 om ofoca iix . 

M.  P'oiiret  :  Sur  deux  théorèmes  concernant  deux  systèmes 
de  /)ol)î'o/>es  ré^tiliers  (T  un  même  noudtre  de  côtés. 


SÉANCE    DU  2  1    DÉCEAJHHE    1X8:^. 

PRKSinivNCK    l)K    M.    ROrriEIK. 

Démissions  :  M.  Glievsson  adresse  sa  démission  de  ]Membre  de 
la  Société. 

M.  Kœnigs  adresse  sa  démission  de  vice-secrélaire,  motivée  par 
son  éloignement  de  Paris. 

C ommunications  : 

M.  André  :  Sur  le  nombre  des  permutations  de  n  éléments 
cjui  ont  S  sécjuences. 

M.  Laguerre  :  Sur  les  racines  des  écjuations  transcendantes. 

Sur  la  proposition  de  M.  Schlomilcli,  de  Dresde,  la  Société 
échange  les  onze  volumes  parus  de  so«  Bulletin  contre  les 
tomes  XVIII  à  XXVIII  du  journal  Zeitschrift  fur  Matheniatik 
und  Physik. 

Le  journal  A/chiv  fiir  Mathematik  und  Physik,  dirigé  par 
M.  Hoppe,  professeur  à  l'Université  de  Berlin,  accepte  l'échange 
de  ses  puhh'cations  avec  le  Hulletin  de  la  Société. 


SEANCE   DU   i  JANVIER    I8H4. 

PRÉSIDKNCIÎ    DE    M.    ROtCFlK. 


Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés  comme  l'indifiue  l'élat 
qui  est  au  commencement  du  volume. 


-   I  i6  - 

Klcclum  :  M.  IvallV,  ii^i'éj^L'-|)réj);iialeur  à  l'Ecolo  jN'ormale, 
présent»'  dans  la  dernière  séance  par  MM.  App(!ll  <■!  Picard,  csl 
élu  Membre  de  la  Société. 

Connniinications  : 

M.  Jordan  :  Sur  r  in  lé f^  ration  approchée  des  équations  dif- 
férentielles <i  l'aide  des  quadratures. 

M.  David  envoie  une  Note  manuscrite  intitulée  :  Sur  une  trans- 
formation de  V équation  différentielle  linéaire  d'un  ordre 
(Quelconque. 

SÉANCE  DU    IX  JANVIER    IX.Si. 

l'RKSIDENCE    DK    M.    PICAIU). 

M.  Fouret  lit  le  Rapport  sur  l'état  de  la  Société,  au  point  de 
vue  financier,  à  la  lin  de  l'année  i883. 

Elections  :  M.  Deruyts,  docteur  ès  sciences,  assistant  de  Phy  '. 
sique  à  l'Université  de  Liège,  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Le  Paige  et  Picquet,  est  élu  membre  de  la  Société. 

M.  Sophus  Lie,  professeur  à  l'Université  de  Christiania,  pré- 
senté dans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  et  Stephanos,  est 
élu  Membre  de  la  Société. 

(Jo mm u n ica tion s  : 

M.  Laguerre  :  Sur  les  limites  des  valeurs  que  peut  prendre 
un  polynôme. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  une  étude  géométrique  de  la  distribu- 
lion  des  efforts  autour  d'un  point  dans  une  poutre  rectan- 
gulaire. 

M.  d'Ocagne  dépose  un  Mémoire  manuscrit  sur  le  même  sujet. 

M.  Weill  :  Sur  des  polygones  dont  tous  les  sommets  sont 
situés  sur  une  courbe  algébricjue  ou  transcendante. 

M.  Fouret  :  Sur  une  généralisation  de  la  spirale  hyperbo- 
lique. 


—  Ii7  - 
SÉANCE   DU    1"    FÉVRIER   188i. 

PUKSIDIÎNcr;    DE    M.    PICVRl). 

Election  :  M.  Arnuiid,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées 
présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  d'Ocagne  et  Weill,  est 
élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Stephanos  :  Sur  la  décomposition  d'une  forme  binaire 
en  une  somme  de  puissances  d'expressions  linéaires. 

M.  Rafïy  :  Sur  le  genre  des  fonctions  algéhri<iucs  à  plusieurs 
variables. 

M.  Picard  présente  quelques  observations  sur  la  Communication 
de  M.  Raffy. 

M.  Picard  :       ur  une  classe  de  fonctions  6. 


SEANCE   DU    i:;  FÉVRIER    1884. 

PRÉSIDENCE    nE    M.    PrCARI). 

Élections  :  M.  Thomas  Craig,  professeur  à  l'Université  John 
Hopkins,  à  Baltimore,  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Poincaré  et  Picard;  M.  Marchand,  ancien  élève  de  l'École 
Polytechnique,  présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Colli- 
gnon  et  E.  Lemoine;  M.  Mercereau,  licencié  es  sciences,  présenté 
dans  la  dernière  séance  par  M.  le  général  Parmentier  et  M.  Ste- 
phanos, sont  élus  Membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Haton  de  la  Goupillière  :  Sur  une  propriété  de  la  cvcloïde 
r/ui  constitue  la  courbe  d'érjuilibrc  pour  les  tractions  méca- 
nicjues  en  rampe. 

M.  Picard  :  Sur  les  formes  rpiadratir/ues  indéfinies  et  sur 
une  classe  de  fonctions  abéliennes. 


—  liH  - 
SÉANCE   DU  7   MARS   ÏHHi. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    PICARD. 

Elections  :  M.  John  Casey,  professeur  à  l'Université  catholique 
de  Dublin,  présenté  clans  la  dernière  séance  par  MM.  Hermite  et 
Picard;  M.  Artemas  Martin,  maître  es  Arts,  docteur  en  Philo- 
sophie à  Erié  (Pensylvanie),  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Picquet  et  Foiiret,  sont  élus  Membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  un  système  de  coordonnées  propres  à 
étudier  certaines  courbes. 

M.  Weill  ;  Sur  les  tangentes  à  certaines  courbes. 

M.  d'Ocagne  présente  des  observations  sur  cette  (communi- 
cation. 

M.  RalTy  :  Sur  un  théorème  de  M.  Hermite,  relatif  aux  inté- 
grales pseudo-e  llipticiues . 

M.  André  :  Sur  un  théorème  qui  permet  d'abaisser  la  limite 
donnée  par  le  théorème  de  Descartes. 

M.  Picard  :  Sur  un  groupe  de  transformations  des  points  de 
r  espace. 

M.  Picard  dépose  un  Mémoire  manuscrit  sur  ce  sujet. 


SÉANCE  DU  21    MARS   188i. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    PICARD. 

Election  :  M.  Tabbé  Pautonnier,  professeur  au  Collège  Sta- 
nislas, présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Hermite  et  Picard, 
est  élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Stephanos  :  Sur  la  loi  de  réciprocité  des  fonctions  symé- 
triques. 

M.  Poincaré  :  Sur  une  équation  différentielle  considérée  par 
M.  Gvldén. 


—  Ii9  — 
SÉANCE  DU    i  AVRIL  188i. 

PRÉSIUENCE   DE   M.    i'ICVRl). 

Communications  : 

M.  RafTy  :  Sur  les  transfoi-mations  invariantes  des  différen- 
tielles elliptiques. 

M.  Stephanos  :  Sar  les  déterminants  gauches. 

M.  Picard  :  Sur  la  forme  des  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points 
critiques  et  Sur  les  groupes  hyperabéliens. 


SÉANCE   DU  2  MAI    188  i. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    PICARD. 

Election  :  M.  llenriol,,  ingénieur  des  Mines,  à  Gliarlevilie,  pré- 
senté dans  la  dernière  séance  par  MM.  Picquet  et  Poincaré,  est  élu 
Membre  de  la  Société. 

Communication  : 

M.  Poincaré  :  Sur  une  méthode  de  M.  Gvldén. 


SÉANCE   DU   16  IMAI    1884. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    PICARD. 

Elections  :  .M.  Pucciarelli,  répétiteur  au  Lvcée  Saint-Louis, 
présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Picard  et  Poincaré; 
M.  Trasbot,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  présenté  dans 
la  dernière  séance  par  MM.  Laisant  et  Lucas,  sont  élus  Membres 
de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  une  certaine  transformation  des  surfaces 
déduite  de  la  considération  des  anticaustiques. 

J\[.  Halphen  :  Sur  la  fonction  ^  (:;)  de  Dirichlet. 


ISO  — 


M.  d'Ocagne  :  Si/f  une  trans/orniafion  des  propriétés  an- 
gulaires. 

M.  Raffy  :  Sur  la  ramification  d'une  fonction  algébrique 
dans  le  voisinage  d^un  point  critique. 


SÉANCE   DU  6  JUIN    1884. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    PU:ARD. 

Communications  : 

M.  Lemoine  :  Sur  une  propriété  d'un  point  du  plan  d'un 
triangle. 

M.  Halphen  :  Sur  la  courbe  élastique. 


SÉANCE   DU  20  JUIN    I88i. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    PICARD. 

M.  GoursaL  adresse  un  Mémoire  manuscrit  Su/-  l'intégration 
de  quelques  équations  linéaires  au  moyen  des  fonctions  dou- 
blement périodiques. 

M.  d'Ocagne  adresse  un  Mémoire  manuscrit  Sur  une  série  à 
loi  alternée. 


SEANCE    DU  \  JUILLET   188i. 

PRÉSIDENCE    DE    .AI.    STEPHANOS. 

Élection  :  M.  Simonnet,  cliel  d'escadron  d'Artillerie,  présenté 
à  la  dernière  séance  par  MM.  Jordan  et  ^'icaire,  est  élu  Membre  de 
la  Société. 

Communication  : 

M.  Stephanos  :  Sur  la  théorie  d'élimination. 


-    loi    - 
SÉANCE   DU    19  JUILLET    IHHL 

PIlKSIDliNCI':    DE    M.    IMCAKD. 

Diunission  :  M.  A.  de  Presles  aJi'csse  sa  démission  de  Membre 
de  la  Société. 

Comniiinicdlion  : 

M.  l^icard  :  Su/-  les  fonctions  liyperabélienncs  et  les  iiité- 
a raies  de  dij/e/e/ttielles  totales  de  première  espèce. 


lîLLLETIX   BIHLKJGRAPHIQUE. 

OUVRAGES    ET    MÉMOIRES    REÇUS    DU    20    JUILLET    l883    AU    I9    JUILLET    18S4. 

De  Longcliamp,   Traité  d'Algèbre 

D*"  Schubert,  Sammlung  von  aritlwietischen  und  algcbraischen 

Fragen  und  Aufgaben.  Potsdam,  i883. 
M. -P.  del  Pezzo,  S  alla  curva  hessianci. 

Ces  deux  derniers  Ouvrages,  ayant  appartenu  à  M.  Chasles, 

sont  offerts  à  la  Société  par  M.  Clayeux. 
Jordan,   Cours  d'Analyse,  second  volume. 
Rouché  et  de  Comberousse,    Traité  de  Géométrie ,    cinquième 

édition. 
Le  Paige,  Sur  les  surfaces  du  troisième  degré.  Extrait  des  Acta 

.mathematica. 
V.  Lignine,  Liste  des  travaux  sur  les  systèmes  articulés.  Extrait 

du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques . 
Emil  Wevr,  Ein  Beitrag  zur  Gruppentheorie  auf  den  Curven 

von  Geschlechte  Eins.  Extrait  des  Sitzungsberichte  de  l'Aca- 
démie de  Vienne. 
.lung,  Sui  sistemi  privi  di  baricentro.  Extrait  des  Rendiconti 

del  Istituto  Lombardo. 
J.    Perott,    Sur    la  formation    des    déterminants    irréguJiers. 

Exlrail  du  .lournal  de   Kroncckei  . 


—  15-2  - 

L.   H.,    Leber  die   Metliorlen    in   der  holanischen   Syslenifilil, . 

Envoi  de  l' Académie  des  Sciences  de  iMunich. 
G.    Bauer,    Gedarhtnissreric    anf  Oilo    liesse,   Miinchen,    1882. 

Envoi  de  la  même  Académie. 
Scliwarz,  Be^veis  des  Satzes  dass   die  Kitgel  Ideineve  Obei- 

JlâcJie  hesitzl  a/s  j'cder  andere  Korper  gleichen  Volamens. 

Extrait  des  Naclirichten  de  Gottingen. 
StarkolT,  K'Voprosu   o  Poverkhnosti  naimeniclitchago  sopro- 

tivletiia  pri  d^njenii  v  nesjimaemoï  jidkosti. 

—  Zur  Frage  ilber  die  Intégration  linearer  diffère ntial 
Gleichungen. 

—  O  Poverkhnostikk  oniniaiouchtchikk  Vsie  prolojenii  dir- 
juchtcheisi  spJieri peremieniiago  raduisa. 

—  Oiclitchii  intégral  ura^nenii s'tchastnimi proïzvodnimi  n  go 
poridka  vida 

—  Oiclitchii  Sposoï  integrirovanii  lineinikh  differencialinich 
uravneini  s'pereniiennimi  koejicientami. 

—  K'Voprosu  oï  integrirovanii  sovobupnich  differencialinich 
uravnenii. 

—  Oï  oiertkach  kragov  i  chtcharov  pereminiich  radiusov. 
Galopin,  Théorie  des  approximations  numériques. 

—  Commemorazione  funèbre  del  deputato  Sella.  Extrait  des 
Actes  parlementaires  de  la  Chambre  des  députés  italienne 
(séance  du  i5  mars  i884). 

Paul  Marjor,  Du  mcdntien  d'un  corpjs  dans  l'espace  au  moyen 
d'une  force  motrice. 

—  Traction  sur  chemin  de  fer. 

J.  Perott,  Sur  la  formation  des  déterminants  irréguliers. 
Staikoffj  O  Slojnich  procentack  i  tekuchtchich  stchetach. 

—  O  formul  {R) 


iri;]  - 


Remarque  sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes 
aux  intégrales  elliptiques  ;  par  M.  Emile  Picaki). 

(Séance  du  7  novembre  i8S'|.) 

Dans  un  Mémoire  extrêmement  intéressant,  qui  vient  de  pa- 
raître dans  le  tome  IV  des  Acta  matheniatica,  M""'  Kowalewsky 
cite  le  théorème  suivant,  qui  lui  a  été  communiqué  par  M.  Weier- 
strass,  et  dont  M.  Poincaré  vient  de  donner  une  démonstration  : 

Si,  d'une  fonction  3(v, ,  Vo,  ...,  Vp,  -:,,,... ,  -pp),  on  peut,  par 
une  transformation  de  degré  A ,  passer  à  une  autre  qui  soit  le 
produit  d^ine  fonction  2?  de  (p  —  i)  variables  et  d' une  fonc- 
tion 2?  cV une  variable,  on  peut  toujours,  par  une  transfor- 
mation   du    premier   degré,    la    transformer   en    une    autre 

37(v', ,  v'2,  . .  . ,  v^ ,  t, , ,  . . . ,  Tpp),  dans  laquelle 

-         V-  _       _        _        _ 

"12  —  r'      "13  — "^u  —  ...  —  Mp  —  o, 

oii  [X  représente  un  des  nombres  i,  2,  .  . .  ,  (A'  —  i). 

Je  me  suis,  il  y  a  quelques  années,  occupé  de  la  question  de  la 
réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales  elliptiques,  dans 
le  cas  où  p  =  a,  et  j'ai  énoncé  de  la  manière  suivante  une  propo- 
stion  analogue  à  la  précédente  {Comptes  rendus,  1881,  et  Bul- 
letin de  la  Société  mathématique,  1882)  : 

Dans  le  cas  où,  pour  une  courbe  du  second  genre,  il  y  a  une 
intégrale  abélienne  de  première  espèce,  ayant  seulement  deux 
périodes,  on  peut  toujours,  par  une  transformation  du  pre- 
mier degré,  obtenir  un  système  cVintégrales  normales  dont  le 
Tableau  des  périodes  soit 


") 


(■' 


'  '■■  h 


(iC  l'csullal  ne  cuïacidc  pas  {.Milièremcnl  a\cc  celui  tic  M.  W  eicr- 
slrass;    d'après   le  premier  thi'orème,   on  alïirme  seulemeni  ,    en 


-   Vil  — 
cMcl,  que  l'on  poiiri'a  nvoir  le   r;il)l(';iii  de  |)<'iiofle^ 


'■'  f 


A 


G' 


/{  étant  un  nombre  positif  et  [j.  un  des  nombres  i ,  2,  . .  .{k  —  i). 

Je  ne  sais  si,  dans  le  cas  général,  on  pourrait  préciser  davan- 
tage la  forme  de  T|o  (');  mais,  pour  le  cas  de  p  ^  2,  on  peut  cer- 
tainement arriver  à  la  forme  (i)  :  cela  résulte  de  la  démonstration 
que  j'ai  donnée  dans  le  Mémoire  cité;  mais  il  ne  sera  j)as  sans 
intérêt  de  montrer  directement  que  l'on  peut,  pat-  une  transfor- 
mation du  premier  degré,  passer  d'un  Tableau  de  la  forme  (i^) 
à  un  Tableau  de  la  forme  (i). 

Une  transformation  du  premier  degré  transforme  dune  manière 
générale  un  Tableau  de  périodes 

I     G'    H 
(.     H      G 

en  un  autre 

0  1     G'i     II] 

1  o     H,      G] 

où  Ton  a,  pour  G,,  H,,  G',,  les  valeurs  données  par  M.  Hermite. 
Je  me  bornerai  à  écrire  la  valeur  de  H. 


(3)      H,  = 


{ad\n  -^(ad)^^  G  -^  \{ad)o^  -\-  iad^^]  H  -+-  (  ad\.G'^  («r/ ),.-,(  H^  —  GG") 


{a6)oi  +  («6)3,G-f-2(o^')o3H  -+-(aè)o2G'-h(rt6)23(H2  — GG'j 
où  l'on  a  posé  d'une  manière  générale 

(  ad }  ij  =  ctidj  —  cijdj. 
Les  a^  b,  c,  d  sont  des  entiers  vérifiant  les  relations 

«0  ''/■i  -^  ^-'o  C3  —  c,i  h-i  —  c/o  «3  =  «1  d^_  —  l> ,  r-i  —  c,  />..  —  f/,  rtj  =  ' . 
\  a^di  -4-  60 Cl  —  C061  —  d^cti  =  o, 
(  î  I     '.   Oq  di  -H  ^0  c-i  —  Co  60  —  di)  a -2  =  o, 
fiidi  A-  ùi  Cl  —  Cl  ^3  —  di  a-i  =  o. 
c/.,  d;<,  +  h^  c,{    -  Cî  h ,  —  </..  rt-i  =  o. 


(')  Lii  (|iH.'sliiiii  \iciil  d'èlrc  cxaiiiiiicc  par  M.  l'oiiicai 
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Or  parlons  du  système  ('^)  où  nous  supposons  [Jl  et  k  premiers 
entre  eux,  et  faisons-lui  suliir  la  transformation  (  «■/,  b,  c,  r/),  dans 
laquelle  on  a 

a„  =  o,  Ui  =  i,  rt,  =  o,     «3  =  0, 

bo  =  |j.,  bi  =  —  [X,     hy  =  o,     bs  =  k, 

co  =  — c,,     Cl,  r.,  =  o,     C.3, 

cIq  =  o,  f/i  =  o,  cl.2  =1  \,      f/j  =  I  ; 

c,  et  c's   sont  deux  entiers  uniquement  assujettis  à  satisfaire  à  la 
relation 

[xcs  +  kci  ■—  I. 

On  voit  d'abord  que  toutes  les  relations  (4)  sont  vérifiées.  Cher- 
chons la   valeur  de   H,,   en  partant  de  la   formule  (3),  où  nous 

faisons  H  =  j  • 

On  trouve  de  suite 

„,  =  L. 

Nous  aurons  donc  bien  un  Tableau  de  la  forme  (i),  et  l'entier  D 
qui  y  figure  est  égal  à  A'. 


Sur  les  nombres  pseudo-symétriques  ;  par  M.  Emile  Lemoiwe, 
ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 

(Séance  du  7  novembre  i88^.) 

Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  toujours  par  x  la  base  du 
système  de  numération. 

Nous  dirons  qu'un  nombre  de  m  chillies  est  parisymétrique  si 
les  chiffres  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux.   Exemple  : 


Qu'un  nombre  de  2/1 +  1  chiftVcs  est  imparisymétriquc ,  quel 
que  soit  le  chift're  du  milieu,  si  les  chillres  à  égale  distance  des 
extrèjiies  sont  égaux.  Exenq:)le  : 


-  i:;(i  - 

Nous  appellerons  pseudo-parisyniétii<iiio  un  noinl)re  de 
2/i  eluflies,  lel  que  la  somme  de  deux  cliillies  à  égale  dislance 
des  extrêmes  soit  conslante  ou  nulle;  la  valeur  de  la  constante  se 
nomme  Véchelle. 

Nous  appellerons  pseudo-imparisymétriqiie  un  nombre  de 
'Aii-\-i  chiffres,  tel  que  la  somme  de  deux  chiffres  à  égale  dis- 
tance des  extrêmes  soit  constante  ou  nulle,  et  que  le  chiffre  du 
milieu  soit  nul  ou  égal  à  la  moitié  de  la  constante  (si  celle-ci  est 
paire);  la  valeur  de  la  constante  se  nomme  Véchelle. 

Exemples  : 

8o70o46oo3o'2.     7'^ 

sont  pseudo-parisymétriques  à  échelle  10; 

6o3i47">02,  Co3i  0750-2 

sont  pseudo-imparis}  métriques  à  échelle  8. 

Nous  désignerons  par  A,  B,  G,  ...  des  nombres  quelconques 
(le  premier  chiffre  à  gauche  n'étant  jamais  zéro),  et  par  a,  l>,  r,  .  . . 
ces  mêmes  nombres,  lus  de  droite  à  gauche. 

Exemples  :  si 


on  aura 


A  =  5382,     B  =.  i56o. 
a  —  -2835,     b  =  (J5i. 


Nous  désignerons  respectivement  par  N^,  N^,  N^,  ...  les  sommes 
A-h«,  B  +  6,  G-hc, 

Bappelons  encore  le  théorème  suivant,  que  nous  avons  dé- 
montré au  congrès  de  Blois  : 


'»• 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Von  ait 
Na  =  N6,  A  et  B  étant  des  nombres  d'un  même  nombre  de 
chiffres,  est  que  la  somme  de  deux  chiffres  à  égale  distance 
des  extrêmes  dans  A  soit  égale  à  la  somme  des  chiffres  corres- 
pondants dans  B. 

Nous  déduirons  de  ce  théorème  la  proposition  suivante,  très 
("acile  à  démontrer  : 

Théorème  1.  —  Si  A,  B,  G,  .  .  .  sont  des  nombres  pseudo-sy- 
métriques de  même  échelle,  d'un  même  nondne  de  chiffres,  et 


-  i:;7  — 

où  /t's  zrros,  s' Il  y  en  a,  occupeiil  le  Dirnie  rani:,  an  dura 

N„  =  Ni  =  N,  =  . . .  ; 

et,  réciproquemenl,  si  les  zéros  n'occupent  pas  le  même  ran<^ 
dans  tous  ces  nombres,  N^,  N/,,  N^ seront  différents. 

Exemples  : 


<So49o5 

(ioBSoy 

'')094o8 

70580G 

i3i43i3 

i3i43i3 

âooSogaoSooG 

iOo5o38oGoo7 

600802908005 

70o6o83o5oo4 

i  1 0 1 1 1  ?.  1 1 1 0 1 1 

1 1 0 1 1  r>.  1 1 1 0 1 1 

On  conclut  de  là  que,  pour  trouver  le  nombre  P,|  de  valeurs  dif- 
férentes que  peut  prendre  la  somme  N^  si  A  prend  toutes  les  va- 
leurs qui  en  feront  un  nombre  pseudo-svmétrique  de  n  chiffres 
et  d'échelle  p,  il  suffît  de  compter,  dans  un  nombre  pseudo-symé- 
trique de  n  chiffres,  de  combien  de  façons  différentes  peuvent  être 
placés  les  zéros,  les  chiffres  significatifs  étant  indifférents. 

Comme  il  s'agit  de  nombres  pseudo-symétriques  où,  par  con- 
séquent, les  zéros  sont  toujours  deux  à  deux  à  égale  distance  des 
extrêmes,  il  suffira,  si  n  =  im,  de  chercher  de  combien  de  façons 
différentes  des  zéros  peuvent  entrer  dans  un  nombre  de  m  chiffres, 
dont  le  dernier  chilîre  à  droite  n'est  pas  nul. 

Si  /?  =  2/«  +  i  et  l'échelle  impaire,  le  chiffre  du  milieu  étant 
toujours  nul,  on  trouvera  le  même  nombre. 

Si  l'échelle  est  paire,  le  chilTre  du  milieu  pouvant  être  soit  zéro, 
soit  la  moitié  de  l'échelle,  on  trouve  un  nombre  double. 

PuoBLÈME  1.  — -A  étant  un  nonû>re  pseudo-symétrique  de 
n  chiffres  et  d^ échelle  /?,  trouver  le  nombre  P„  de  valeurs  diffé- 
rentes cjue  peut  prendre  la  somme  N^ 


/»  =  2/j  -1-  I  . 


n  =  im. 


A  est  un  nombre  pseudo-parisymétrique  de  2  m  chiffres.  Il  n'y  a 
qu'une  valeur  pour  N„,  si  A  ne  contient  pas  de  zéro. 

Soit  Ni,  No,  N;,,   ....  ]N,„_,  le  nombre  des  valeurs  de  N„,  si  A 


-  \m  - 

contient    >.  \.  ('),...  •x[in  —  i)  zéros:  on  anra  ('vidrinrMcnl 
m  —  I 


'^^'-  , 

-  j 

N        *  '"  ^ 

])(  m  —  -1) 

yy-i  — 

1  .2 

^_„„- 

I ) ( m  —  ■x)(m  - 

-3) 

i.yt.i 


et 


P„  =  i-+-Ni-f-No-i-... 
ou 

_  m  —  I        (m  —  i){m  —  i)  m  —  i    ^ 

^"  ""  '  "^  ~"i       '  TT^  ^  •  •  ■  '       I         ' 

on 

-  —I 

Si  //  =  am  H-  I,   le  nombre  A  sera  pseudo-imparisvmétrlque  et 

1*„  aura  la  même  valeur  2"'~'  =  a   '         que  précédemment,  puisque 
le  chiffre  du  milieu  est  toujours  zéro 

-i"  p  ^=  ip' ,     n  =  'xm. 

On  a  encore 

P„  =  2'"-'  =  9.^      ; 

mais^  si  /?  =  am  H-  i,  on  a 

Il  -I 

car  le  cliiffre  du  milieu  de  A  peut  être  soit  o,  soit  p' . 

Théorème  II.  —  Tout  nombre  parisvmétrique  de  ah  chijfres 
est  de  la  forme  A  -f-  a,  A  ayont  in  chiffres. 

Démonstration  très  simple.  —  Exemple  : 

56701 10765 

provient  de 

A  ■=  5070010060  5370010030 

.     ou  de 
a  =   0600100705  0100100733 

5C70  r  1 0765  5670 1 1 07(55 


—  Vis)  — 
De  même  : 

Théorème  lll.  —  Tout  nombre  {niparisvmikriquc  de  mi -^-  i 
chiffres,  et  dont  le  chiffre  du  milieu  est  pair  ou  nul,  est  de  la 
forme  A  +  «,  A  avant  2/1  +  1  chiff'res. 

Théorèaie  IV.  —  Si  K  est  un  nombre  pseudo-parisymétriciue 
d'échelle  p  <^x,  N^  est  un  nombre  par isy métrique  du  même 
nombre  de  chiff'res  et  dont  tous  les  chiff'res  sont  p  ou  o. 

lixempir-  : 

5o8io4 
4oi8o'j 

909909 

Soit    mainlenant    A     un     nombre     pseudo-parisyinélriqiie    de 
An  chiffres,  dont  l'échelle/?  est  x  ou  plus  grande  que  x. 
Soit  a  le  premier  chiffre  à  gauche  de  A. 
Soit  a'  le  premier  chiffre  à  droite  de  A. 
On  a 

a  -!-  a'=:/j, 

mais 

p^T    et    p<^ix  —  i; 

donc  Nrt  aura  >.n  +  i  chiffres,  et  son  premier  chiffre  à  gauche  sera 
l'unité. 

Pour  que  N^  soit  symétrique,  il  faut  que  le  dernier  chiffre  à 
droite  soit  aussi  l'unité,  ce  qui,  puisque/»  >>  x,  exige/?  =  ^  4-  i  ; 
pour  toute  autre  valeur  de  /?,  parmi  celles  plus  grandes  que  .r  ou 
pour  celle  égale  à  x^  N«  ne  pourra  donc  pas  être  symétrique. 

Je  dis  que  si  /?  =  :r  +  i,  N»  est  effectivement  symétrique. 

Soit 

A  =  «1  a-2  . . .  ttj  aj+i  aj+2  ■  •  •  ««  ««  •  •  •  «y+2  '^'^y+i   '^.'/  •  •  •  «^'2  ^'1 

un  nombre  pseudo-parisymétrique,  tel  que,  «y;  et  «^  représentant 
deux  chiffres  quelconques  à  égale  distance  des  extrêmes,  on  ait 

rt/,.  -^  a\.  =  X  -+-  \      on     ri/^.  -^  a\.  =  o 

pour  toute  valeur  de  k 

(jomme  r/,  +  r/',  =  a:  +  i ,  N„  a  ■>.  /i  -+-  i  chiilres,  puisque  le  der- 
nier chiffre  à  gauche  de  A  n'est  jamais  xéro. 


—    IfiO  — 

Pour  (jiie  jN„  soil  ii)ij)iii'isvm(''lii([iie.  il  liiiil  t[iic,  dans  Faddilioii 
faile  en  commençaiiL  j)ar  la  droilc  comme  à  l'ordinaire,  le  chill're 
provenant  de  a':  -+-  ctj  (en  tenant  compte  de  la  retenue  s'il  v  en  a  ) 
soit  égal  au  chitlVe  provenant  (sur  la  gauche)  de  l'addition  de 
f^ij^i  +  a';_,  (en  tenant  compte  de  la  retenue  s'il  \  a  lieu) 

a     =  a\   a'.,  . .  ,  n'j    y   dj   a'i^^.^  .  .  .  n,,  a„  .  .  .  «j^-i  a j    ftj   i  ...  «2   «1 
A    ~  ai   a-,  . . .  iij-i   cij  aj+i  . . .  «,»  ««  •  •  •  f-'j^-y   <'*}   <^y-i    •  •  •  ^''2  "\ 


l*remière  hypothèse >. ). 

Deuxième  hypothèse <> f) 

Troisième  liypolhèse 1 1 

Quatrième  hypothèse 1 i 


Il  n'y  a  que  cpiatre  liypotlièses  possibles  : 
1°  aj  -^  a'j  =  T  -\-  \     et     «}„,  4-  «y_,  =  .r  -f- 1, 

il  V  a  retenue  des  deux  côtés,  et  les  deux  chiffres  sont  des  2; 
1°  ttj  -^  a'j  =0     et     «7.y_,  +  «y_,  =  o, 

les  deux  chiffres  sont  des  o; 

3"  aj  -4-  «y  =  a;-;-  I     et     '^y   1  -r-  fij^x  =  o, 

les  deux  chiffres  sont  des  i  ; 

4°  «y  +  a'j  =  0     et     «y_t  -1-  «y-i  =  ^  -4-  I , 

les  deux  chifi'res  sont  des  1. 

Le  chiffre  du  milieu  provient  de  l'addition 


an  «„ 
a„  a. 


Première  hypothèse ....     «„  -r-  a',j  =  a"  -i-  i  . .  .  2  ... 
Seconde  hypothèse «„  -r-  a^^  =  o  . .  .  o  .  .  . 

On  voit  donc  que  les  chiffres  à  égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux,  que  leur  valeur  est  o,  i  ou  2; 

Que  le  chiffre  du  milieu  ne  peut  être  que  2  ou  o. 

En  continuant  la  discussion  delà  même  manière,  on  verrait  que, 
dans  Nrt,  un  o  ne  pourra  avoir  à  sa  droite  (et  par  suite  à  sa  gauche, 
puisque  N„  est  s^ymélrique)  un  nondjre  impair  de  1  consécutifs; 
que  jamais  un  o  et  un   2   ne  pourront  se  trouver  à  côté  l'un  de 
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l'aulrc;  que  un  2  ne  peiitavoir  à  sa  droite  (et  par  siiile  ;"i  sa  jjawclip) 
un  nombre  pair  de  i  conséculifs. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  ^/ A  est  un  nombre,  pseudo-parisymétriquc 
de  in  chijjres  et  d'échelle  x  +  1,  A',,  sera  un  nombre  impari- 
SYmétrù/ue  de  a/^  +  1  chiffres,  qui  ne  pourront  être  que  o,  1 
ou  2,  les  chiffres  extrêmes  seront  i,  le  chiffre  du  milieu  ne 
sera  jatnais  1  ;  un  o  ne  pourra  jamais  avoir  à  sa  droite  ou  à 
sa  gauche  un  nombre  impair  de  i  consécutifs  ;  jamais  un  o  et 
un  2  ne  pourront  se  troui'cr  l'un  près  de  Vautre;  un  •>,  ne  peut 
avoir  à  sa  droite  ou  à  sa  gauche  un  nombre  pair  de  i  consé- 
cutifs; si  r échelle  est  x  ou  ~>  x  -\-  \^  N^  ne  peut  être  symé- 
trique. 

On  démontre  d'une  l'aeon  tout  à  (ail  semblable  les  deux  théo- 
rèmes suivants,  qui  sont  analogues  aux  théorèmes  IV^  et  \  . 

Théorème  VI.  —  Si  A  est  un  nombre  pseudo-imparisy mé- 
trique {'j.n—-\  chiflres)  dont  l'échelle  p  est  plus  petite  que  la 
base  X,  JN^  est  un  nombre  imparisy métrique  (2/?  —  1  chiffres), 
dont  les  chiffres  sont  p  ou  o. 

Théorème  \  II.  —  Si  A  est  un  nombre  pseudo-imparisvmé- 
trique  [in  —  \  chiffres)  dont  l'échelle  est  x-{-\,  N^  est  un 
nombre  parisymétrique  de  in  chiffres,  qui  ne  pourront  être 
que  o,  1  ou  i\  les  chiffres  extrêmes  seront  i  ;  les  deux  chiffres 
du  milieu  seront  deux  i  ou  deux  o  si  x  est  pair,  deux  o,  deux  1 
ou  deux  1  si  X  est  impair;  un  o  ne  pourra  jamais  avoir  à  sa 
droite  (ou  à  sa  gauche)  un  nombre  impair  de  i  consécutifs; 
jamais  un  o  et  un  2  ne  pourront  se  trouver  l'un  près  de  l'autre  ; 
un  2  ne  peut  avoir  à  sa  droite  (ou  à  sa  gauche)  un  nombre 
pair  de  i  consécutifs  ;  si  r  échelle  est  x  ou  >  .r  -j-  i ,  A„  ne  peut 
être  symétrique 

Remarque  I.  —  Soit  A  un  nomlne  i^seudo-parisvmétriquc  de 
2  n  chiffres  ;  nous  avons  démontré  que  N^  =  A  +  a  sera  un  nombre 
imparisymétri(jue  de  2/2  +  1  chiffres,  dont  le  chiffre  du  milieu  est 
2  ou  O;,  et  par  suite,  d'après  le  théorème  III,  il  sera  aussi  de  la 
l'orme  B+  b,  B  étant   un  nond)re  de  2 //  -f- 1  chillres. 

\u.  j  I 
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Reniai  que  II.  —  Soil  A  un  nombre  pseudo-iniparis^^mélrique 
de  in  —  1  chiffres  ;  nous  avons  démontré  que  N„  =  A  +  «  sera  un 
nombre  parisvmélriquc  de  in  cbifires,  et  par  suile,  d'après  Je 
théorème  II,  il  sera  de  la  forme  B  + />,  B  étant  un  nombre  de 
m  chiffres.  Donc,  en  général  : 

Théorème  \W\.  —  Si  A  est  pseudo-symétrique  de  n  chiffres, 
N„  =  A  -h  «  sera  aussi  de  la  forme  B  -f-  Z^,  B  avant  n  -h  i  chiffres; 
dans  ce  cas,  nous  dirons  que  le  nombre  N^  est  doublement  de 
la  forme  N. 

Nous  pourrions,  dans  ces  recherches,  employer  une  méthode 
un  peu  différente  que  nous  allons  indiquer  sommairement. 

Supposons  A  pseudo-svmétrique  d'échelle  x-\-i\  puisque  N^, 
d'après  le  théorème  I,  ne  dépend  que  de  la  place  des  o  dans  A,  il 
n'y  a  pas  à  distinguer  entre  eux  les  chiffres  significatifs,  et  nous 
désignerons  par  /  et  /'  deux  chiffres  quelconques  à  égale  distance 

des  extrêmes  et  tels  que  l  -\-  l'  ^=  x  -\-  \  is\x  est  impair,  le  chiffre 
du  milieu  pourra  être  *— ^ 


Cela  posé,  A  se  composera  de  droite  à  gauche  (^ou  de  gauche  à 
droite^  puisqu'il  est  pseudo-symétrique)  : 

D'un  groupe  de /j  cluflVes  /  ip  étant  au  moins  ij, 
»  q         »        o{q  peut  être  zéro). 

>'  /■        )>        l  (r  »  ), 

»  *•         »        0(5  »  j, 


P 

'/ 

.s 

r 

P                   ' 

l ... 
r ... 

l    0 
/'   0 

..     0    /    .. 
.  .     0    /'  . 

.     /     0   .  . 
.     /'  0   .  . 

.     0    /  — .- 
.     0    l'  —  .- 

-.  —  .—    /'o   .. 

.  0  /' 
.  0  / 

r  0  ...  0  /' . . 
/  0 , . .  0  /  . . 

p                    ,/                    r                    s                                                               s                    r                   q                   p 

^a=        I     y.  ...V     1     0...0     I     -2...  2     I     0...0    I     /'- 


t     O  . . .  O     l     2  ...  2     I     O  . 


.0     I     2.. .2     I 


On  voit  immédiatement  que  A  +  rt  commence  et  finit  par  1; 
qu'il  a  un  chiffre  de  plus  que  A,  etc.,  et  l'on  pourrait  démontrer 
les  théorèmes  V  et  \II. 

Théorème  IX.  —  Si  un  nombre  M  de  n  -f-  i  chiffres  est 
doublement  de  la  forme  N,  c' est-à-dire  si  ce  nombre  est  la 
somme  d'un  nombre  A  de  n  chiffres  et  de  ce  nombre  renversé, 


ri  en  nu'iiie  temps  la  sonmic  <(' un  luunhre  \\  de  ii  +  i  du (ffcs 
et  de  ce  /w/ubre  renveisé,  et  si  de  plus  B  est  tel  que  la  somme 
de  deux  chifj'ies  à  é<iale  distance  des  extrêmes  soit  plus  petite 
que  X,  A  sera  un  nombre  pseudo-symétrique  à  échelle  .r -+- i . 

Remarquons  trabord  que  A  <<  .r"  :  donc  A  +  r/  -<  9.x",  donc  le 
premier  cliillre  à  gauche  de  M  est  i . 

Posons  les  addilions  de  A  4-  A  el  de  15  ■^—  b,  cl  remarf[uons  en- 
core que  1  addition  !)-+-/>  monlre  (pic  M  est  un  nombre  svmé- 
Irique,  puisque,  /■  clan I  (pirlcontpie,  b„  -{-  />,,./,  csl  plus  petit  que  .r  ; 

on  a 

A      -        u„    I   rr,,    2  ff„   n  f< ,i    \    U;        (i:i       n,        ai        r/,, 

«—  riQ  (7,  Oi  fH  f^n-\    ff'n-W    f  il    a    ««-2    ««-1 

I\l  =  A  -^  «  —     I   ■^    '->  I 

I  I 

B—     hnbax    l'nib,,;.     />:i  /a.         l>  i  l>„ 

t)  =    bo  bi       b,       bi        bn-z  b„^2  ^«-i   f^n 

:\i  =  n    -  6  =    I     ■>.   ■>■  I 

I  I 

M  étant  symétrique,  puisque  le  premier  chiiire  à  i;auche  de 
K -\-  a  est  I,  le  chiffre  des  unités  de  M  est  aussi   i,  ce  qui  donne 

en  effet,  a^^~^a„^i  est  i  ou  .r  +  i,  puisque  le  dernier  chifTre  h 
droite  de  A=a  est  i  ;  or  il  ne  peut  être  i  ,  car  A -{- a  n'aurait 
pas  alors  un  chiffre  de  plus  que  A.  Dans  A  +  «,  le  deuxième  chiffre 
à  gauclie  est  donc  ?.  ou  i,  suivant  qu'il  y  a  une  retenue  venant  de 
l'addition  précédente  ou  qu'il  n'y  en  a  pas. 

S'il  est  o.,  le  deuxième  chiffre  à  droite  de  M  est  aussi  2,  puisque 
M  est  symétrique,  alors  le  deuxième  chiffre  à  droite  de  l'addition 
A4-  a  montre  que  a^  4-««_2  eslx  -{-  i  ou  i  ;  mais  ce  ne  peut  être  1 , 
puisque,  sur  la  gauche^  la  colonne  oîi  se  trouve  a^  +  (fri-2  a  donné 
par  hypothèse  une  retenue  dans  a,  +  a„_2  ^=  x  -{-  i  et,  s'il  est  i, 
le  deuxième  chiffre  à  droite  de  M  est  aussi  i  ;  alors  l'addition  du 
deuxième  chiffre  à  droite,  dans  A  +  «7,  montre  que  <7,  +  a„_i  =.  o 
ou  x;  ce  ne  peut  être  x,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  retenue  (à  gauche) 
dans  la  colonne  de  A  -f-  a  où  se  trouve  r/,  -|-  r/,/_,  :  donc 

a,  -h  ((,,^1  =  o. 


—   IG4  — 

Exaniinous  le  cas  où  le  deuxième  cliiflVe  esl  un  'i,  puis  le  cas 
où  c'est  un  i  : 

i"  Supposons  qu'il  \  ail  un  2  pour  deuxième  cliiirie  à  droite  et 
par  suite,  à  gauche;  nous  venons  de  voir  que,  alors, 

«1  +  cin-%  =  a:"  -I-  I  ; 

donc  le  troisième  chiffre  à  gauche  et,  par  suite,  à  droite  de  A  4-  a 
est  encore  un  2  ou  un  1  ;  un  2,  s'il  a  une  retenue  venant  de  l'ad- 
dition partielle  de  la  troisième  colonne  à  gauche,  «/?_3  +  «2-  ^e 
qui  exige  <;/«_3  +  «2  =  ^  +  17  puisque  le  troisième  chiflre  à  droite 
de  A  -f-  a  est  2,  qu'il  y  a  une  retenue  et  que  a„_3  H-  «2  ne  peut 
être  l'unité,  puisqu'une  retenue  provient  de  l'addition  partielle  de 
la  troisième  colonne  à  gauche.  2"  Supposons  un  i  pour  troisième 
chiffre,  il  n'y  a  pas  alors  de  retenue,  etc. 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  continuer  ainsi  la  démonstration, 
mais  elle  est  longue  à  développer  complètement;  nous  nous  bor- 
nerons, pour  abi'éger,  à  cette  indication  de  la  méthode. 

J'avais  d'abord  cru  avoir  démontré  la  proposition  plus  générale 
suivante  : 

Tout  nombre  qui  est  doublement  de  la  forme  N,  c'est-à-dire 
qui  est  de  la  forme  Ah-  a,  A  ayant  n  chifj'res,  et  de  la  forme 
Bh-6,  B  ayant  n-\-\  chiffres,  est  tel  que  A  est  pseudo-symé- 
trique d'i'c/ielle  .r  +  i. 

Je  remercie  M.  le  sous-intendant  militaire  Delannoy,  qui  m'a 
montré  que  je  faisais  une  hypothèse  implicite  (bk -{-  bn-k  <.  ^), 
laquelle  restreignait  la  généralité  du  théorème,  et  m'a  donné 
lexemple  suivant  : 

Si  A  ::=  77000534,  si  B  =  104000710,  on  a 

\  -{-  a  =  B  -f-  6  =  1  i  1 00 1 1 1 1 , 

et  A  n'est  pas  pseudo-symétrique  d'échelle  .r -|- 1 .  C'est  d'après 
cela  que  j'ai  rectifié  la  démonstration  et  l'énoncé  précédents. 

Jiemarquc.  —  Ce  qui  précède  est  vrai,  quelle  que  soit  la  base  x 
du  système  de  numération,  excepté  dans  le  cas  du  système  bi- 
naire, puisque  nous  avons  supposé  l'existence  du  caractère  2. 
Four  le  svstème  binaire,  une  étude  tonle  différente  doit  être  faite. 

On  a  donc  le  lliéorème  suivant  : 


-   IG.")  — 

ThéouèmI';  X.  ^  Le  nombre  de  nombres  de  n.  +  i  chiJJ'res, 
qui  sont  doublement  de  la  forme  N,  c  est-à-dire  le  nombre 
de  nombres  de  n  +  \  chiffres,  qui  sont  à  la  fois  de  la  for/ne 
A  -f-  a,  A  ayant  n  chiffres  et  de  la  forme  B  +  />,  B  ayant  n  -\-  i 
chiffres  est  le  même,  quelle  que  soit  la  base  x  du  système  de 
nunuh-ation ,  lorsffue  cette  base  est  plus  grande  que  ■>.  et  que 
ron  suppose  que,  dans  B,  la  somme  de  deux  rhilfres  à  égale 
distance  des  e.rtrèmes  est  plus  petite  (fue  x. 

(  îela  résiillc  iiiiiiii''(li;il(Mii('iil  (!<'  ce  (|iii  |ir(''C»"'(lf', 

Ce  noml>re  est  égal  au  noudji-e  <le  luaubres  pseudo-symé- 
triques  de  n  chiffres  d'échelle  ,/•  +  i  ((Ut  plus  généralement 
d'échelle  de  même  parité  que  x  +  i  ). 

Car  il  est  évident  qu'il  v  a  aillant  de  nombres  pseudo-svmé- 
Iriques  de  n  chirtVes  d'échelle  p  que  de  nombres  pseudo-symé- 
triques de  n  chifTres  d'échelle  //,  quels  que  soient  p  et  //,  |)ourvu 
que/?  et/?'  soient  de  même  ])arité;  d'après  le  problème  I,  si  p  est 
impair  et  //  pair,  il  y  a  deux  lois  plus  de  nombres  pseudo-symé- 
triques d'échelle// ([ue  de  nombres  pseudo-symétriques  d'échelle/?. 

En  résumé  : 

Le  nombre  de  ces  luunbres  de  n  -h  i  chijfres  tjui  siuil  dou- 
blement de  la  forme  N,  c'esl-ét-dire  le  nondtre  de  nond>res  de 
/,  _(_  1  chifj'res,  qui  sont  éi  la  fois  de  la  forme  A-f-<:/,  Payant 
n  chiffres,  et  de  la  forme  B-f-  6,  B  ayant  n  +  i  chiffres,  en 
supposant  que,  dans  B,  la  somme  de  deux  chiffres  <l  égale 
distance  des  extrênws  est  jdus  petite  (pie  x,  est  : 

Si  X  est  pair  et  n  =  ■^  m,  :i"'    '  ^  2'       ; 

Si  X  est  paii-  et  /i  =  ■2//1  ^  i,  ■>.'"*  z=:z  -2  '         ; 

n 
7  ~' 

Si  X  est  impriir  et  n  ^  ini,  2'""'  =  2        ; 

n    -\ 

Si  X  est  impair  et  n  =  2//? .  +  i ,  2'"  =  2  '   . 

Ces  résultats  ne  s'appliquent  pas  au  système  binaire  qu'il  laut 
étudier  à  part  pour  la  recherche  des  nombres  qui  sont  doublement 
de  la  l'orme  N,  car  nous  nous  sommes  servis  du  caractère  2,  qui 
manque  dans  le  système  binaire.  Je  n'ai  pas  encore  traité  ce  pro- 


—    KiO  — 

hlèinc,  j'ai  sciilciiiciil  \énli('  «ju'il  n  y  a  pas  de.  iiuiiihics  doiihlc- 
inent  de  la  loiiiic  \  a\ant 

9  6  3  8  1 

I  OO  I  =:   I  I  O  -     O  I  I  =  I  OOO  -r     (  lOO  l  : 

(|iril  II  y  a  pas  de  nuinhre  de  cIikj  cliillifs  qui  soil  d(jid>leinciil  de 
la  loniie  ^«  :   (|ue 

45  30  15  3')  9 

I  O  I  I  O  1  =:   I  I  M  O  -r    U  1  I  I  I  —  I  OO  I  Ol)  X  UO  I  OO  I 

est  le  seul  nombre  de  six  eliitlies  qui  suit  doublement  de  la  forme  iN  ; 
qu'il  n'y  a  pas  de  nombre  de  sept  cbifTres  qui  soit  doublement  de 
la  forme  N;  enfin  que 

looiK^oi,  loiiiiui,  iu(ji(jui(Jor,  luoioi  loioui .  ... 

souL  doublemeul  de  la  l'orme  N,  et  que  tous  ces  nombres  sont 
symétriques. 

Signalons  encore  l'intéressante  (juestion  suivante  : 

A  quel  caractère  reco  un  ait-on,  dans  la  base  x^  qu  un  nombre 
donné  est  de  la  forme  N,  et,  s^il  est  de  la  forme  N,  trouver  la 
valeur  A? 

J'ai  déterminé,  dans  une  Communicalion  faite  cette  année  au 
Congrès  de  l'Association  française,  à  Blois,  combien  la  somme 
A  4-  a  prenait  de  valeurs  différentes  lorsque  A  a  n  chiffres.  Si  Ton 
se  propose  la  question  suivante  :  Combien  la  somme  A  -+-  a 
prend-elle  de  valeurs  différentes  quand  A  varie  de  i  à  x"'l 
La  question  se  complique,  parce  qu'il  faut  ne  compter  qu'une  fois 
les  nombres  qui  sont  doublement  de  la  forme  N,  puisqu'on  les  ren- 
contre comme  somme  A4-  a,  A  avant  n  chifîres,  et  comme  somme 
A  +  a,  A  avant  n  -^  i  chiffres.  Nous  rencontrerons  d'abord,  ainsi 
que  nous  venons  de  le  voir,  tous  les  nombres  qui  proviennent  des 
nombres  pseudo-svmétriques  d'échelle  x4-  i  dont  celte  Note  donne 
le  nombre,  mais  nous  avons  vu  qu'il  y  en  a  encore  d'autres;  je 
n'ai  pu  trouver  encore  la  loi  de  leur  formation  ni  par  suite  essayer 
de  les  compter  :  c'est  peut-être  assez  difficile. 

La  première  fois  que  je  me  suis  occupé  de  théorèmes  où  il  s'agit 
de  nombres  et  de  ces  nombres  renversés  .  c'est  au  Congrès  de 
lloucn,  en  i88  >.   Le  général   Parmcnlier  a  eu   la  bonté  de  me  si- 
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^iialcr,  il  V  a  (|iicl(|iics  joins,  dans  \c  Méiaoïrc  iclalif  à  celle  (jom- 
miinicalioii,  une  laule  de  calcul  (|ui  a  donné  lieu  à  une  restriclion 
inulile  dans  un  des  lliéorènies  énoncés;  je  saisis  celte  occasion  de 
reclilîer  ce  lliéorème  : 

La  condiiion  nécessaire  et  suffisanle  pour  que  Von  ait 
K  H-  R'=:  A  -h  A',  si  K  cl  Jv'  ont  un  nombre  pair  de  chiffres,  est 
que  la  somme  de  deux  chiffres  de  même  rang  dans  K  et  dans  K' 
soit  égale  à  la  somme  de  leurs  associés,  c'est-à-dire  des  chiffres 
à  égale  dislance  des  extrêmes  dans  K  et  dans  K'  que  les  chiffres 
considérés  ;  s'ils  ont  un  nombre  impair  de  chiffres,  il  faut 
de  plus  cjuc  le  chiffre  du  milieu  soit  commun. 

Celle  reslriclion  ii'esL  nullenienl  nécessaire;  les  chiOVes  du 
milieu  de  K  el  de  K'  peuvenl,  au  conlraire,  êlre  absolumenl 
quelconques. 

L'erreur,  qu'il  eùl  élé  facile  de  reconnaître  a  priori  sur  des 
nombres,  a  élé  causée  par  cela  que,  dans  l'équalion  (4)  {loc.  cit.)., 
j'ai  oublié  d'écrire  le  lerme  io"a'^^,  el  dans  l'équation  (5)  le 
terme  \o"a„-  l^a  solution  du  problème  qui  suit  ce  théorème  subit 
une  légère  modification  trop  facile  à  apercevoir  pour  qu'il  y  ait  à 
insister  ici  sur  ce  point. 


Sur  les  fractions  algébriques  qui  représentent  approximati- 
K^emenl  la  racine  carrée  d'une  variable,  comprise  entre  les 
limites  données  ;  par  M.  Tchebicheff. 

(Séance  tlu  21  novembre  1884.) 

()uand  on  clierclie  parmi  toutes  les  Tractions  de  la  forme 

f(x) 

/'(./•),  F(-f")  n'étant  pas  d'un  degré  supérieur  à  //,  celle  dont  le 
logarithme,  de[)uis  jt- =  -  <;  1  jusqu'à  x  ^=  a  >>  1  ,  s'écarle  le 
moins  dti  iogaiillinu"  de  ^  ./',  on    (roiivc  nue  fraction  (pu   |)eul  être 


—   108  — 
présenlée  de  la  manière  siiivanle  : 


y'' 


^(\/^)'K-/^') 


a;'« 


=  const. 


'^(^)  o{\/i  —  ax)  o{ — \/i  —  ax) 

où  cp(^)  est  une  Ibnclion  d'un  degré  m,  qui,  à  un  l'acteur  con- 
stant près  (tout  à  fall  arbitraire),  peut  être  déterminée  à  l'aide  de 
cette  équation 

(p(/i  —  ax)  o( —  y/i  —  ax) 

Ainsi,  en  prenant  ïii  =  i ,  on  trouve,  pour  l'expression  approxi- 
mative de  \Jx  entre  x  =^  -■,  x  =z  a,  la  fraction 
*  a 

kx  -^  [ 
X  -\-  k 

où  k  est  une  constante  dont  la  valeur  est  donnée  par  l'équation 

k-*  -  6/.-^  —  4  [a  -f-  1  j  A  _  3  =  o 

et  d'où,  en  posant 

Z  /A 

v/.AB  V'     B 

on  tire,  pour  l'expression  approximative  de  y/Z  entre  Z  =  A, 
Z  =  B,  cette  formule 

Z^Ây/AB 


-S'^/'  ceilaincs  Jlgurcs  niinima;  par  iM.   Malrice  d'Ocagine. 

(Séance  du  21   novembre  iSSj). 

1.  Les  problèmes  suivants  nous  sont  venus  à  l'idée  à  propos  de 
certaines  questions  que  nous  avons  rencontrées  dans  la  pratique; 
ils  sont  susceptibles  de  nombreuses  apphcations. 


—  KJÎ)  - 
Ils  confiaient  en  la  recherche  du  mininiuin  de  certaines  (bnc- 
lions  essentiellement  discontinues,  dont,  par  conséquent,  les  va- 
riations ne  peuvent  être  étudiées  au  nioven  de  la  théorie  des  déri- 
vées. Nous  les  traitons  par  une  méthode  géométrique,  qui  exige 
(juelques  définitions  et  explications  préliminaires,  sous  peine  de 
se  traduire  par  des  phrases  trop  longues  et  trop  compliquées- 
C'est  par  ces  explications  que  nous  débuterons, 

I. 

i2.  Étant  donné  un  svslème  de  points  quelconques  dans  un  plan, 
on  peut  toujours  former,  et  cela  d'une  seule  manière,  un  j)olvgone 
com-exe  avant  pour  sommets  certains  d'entre  les  points  du  système, 
et  i-enlerniant  tous  les  autres  points. 

Nous  appellerons  les  points  qui  constituent  les  sommets  de  ce 
polygone  les  sommets  du  système;  les  autres  seront  les  points 
intérieurs. 

3.  Étant  donnés  deux  points  A,  et  Ao,  la  droite  élevée  perpen- 
diculairement à  A,Ao  par  le  milieu  de  ce  segment,  droite  que 
nous  représenterons  par  xPx.y  détermine  dans  le  plan  deux  ré- 
gions. Tune  (A,),  dans  laquelle  tous  les  points  sont  plus  rappro- 
chés de  A|  que  de  A.,  l'autre  (Ao)  où  c'est  l'inverse  qui  a  lieu. 

Prenons  alors  un  système  de  points  A,,  Ao ,  ...,  A„j.  Les 
droites  ^D^^,  ^  0^3,  ••-,  a,1^a,„  déterminent  chacune  une  région  (A,), 
et  respectivement  des  régions  (Ao),  (A^),  .  . . ,  (A,„  ). 

Toutes  ces  régions  (A,)  ont  en  commun  une  certaine  région 
/•(A,)  limitée  par  un  contour  polygonal  convexe  que  nous  repré- 
senterons par  c(A,),  et  dont  les  côtés  sont  des  segments  de  cer- 
taines d'entre  les  droites  ^D^,  aPa,?  •  •  -uAu-  ^^  ^^  P^^""-  "^'  ^^'' 
un  sommet  du  système,  le  contour  c(A,)  est  ouvert;  si  c'est  un 
point  intérieur,  c(A,)  est  fermé. 

Quant  aux  régions  (A.),  (A;,),  •  •  -,  (^m),  elles  ont  une  partie 
commune  si  A,  est  un  sommet  du  système,  et  n'en  ont  pas  si  A, 
est  un  point  intérieur.  Dans  le  premier  cas,  nous  représenterons 
la  région  commune  par  R(  A,),  et  le  contour  qui  la  limite  par 
C(\,);  ce  contour  polygonal  est  convexe  et  ouvert;  ses  cotés  ap- 
partiennent à  celles  des  droites   a.Ï^A:?  a,C>a,»  ••••a,1\\,„   '^1'^"  P^"" 
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viennciil  de  la  coiiibirialsoii  du  |)oinl  A,  avec  un  autre  soiniiieL  du 
système,  et  même,  en  f^énéral,  à  un  certain  n()nd)re  seulement  de 
celles-ci. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  région  R(A,)  comprend  toute  la  por- 
tion du  plan  où  les  points  sont  plus  éloignés  du  point  A,  que  de 
tout  autre  point  du  système,  et  la  région  /'(A,)  toute  la  portion 
du  ])lan  où  les  points  sont  plus  rapprochés  du  point  A,  que  de 
tout  autre  point  du  système. 

IL 

i.  Nous  allons  maintenant  aborder  le  premier  des  problèmes 
que  nous  avons  en  vue,  et  qui  est  le  suivant  : 

Trouver  le  cercle  minimum  renfermant  un  système  de  points 
donnés  dans  un  plan  ('). 

Il  est  d'abord  évident  (ju'il  n'y  a  lieu  de  faire  intervenir  dans  la 
solution  que  les  sommets  du  système.  De  plus,  le  cercle  cherché 
passant  ibrcément  au  moins  par  un  de  ces  sommets,  on  voit  que 
le  problème  revient  à  déterminer,  pour  chacun  des  sommets,  le 
cercle  minimum  passant  par  ce  sommet  et  renfermant  tous  les 
autres,  et  à  choisir  parmi  les  cercles  ainsi  obtenus  celui  qui  a  le 
plus  petit  rayon. 

Or,  pour  un  de  ces  sommets  pris  en  particulier.  A,  par  exemple, 
le  centre  du  cercle  minimum  correspondant  est  le  point  de  la  ré- 
gion R(A|)  qui  est  le  plus  rapproché  du  point  A,.  Ce  point  se 
trouve  évidemment  sur  le  contour  C(A,).  Mais  ici  deux  cas  peu- 
vent se  présenter. 

5.  Le  premier  cas,  le  moins  fréquent,  est  celui  où  il  existe, 
parmi  les  sommets,  un  point,  Ao  par  exemple,  tel  que,  de  tout 
autre  sommet,  le  segment  de  droite  A,  Aj  soit  vu  sous  un  angle 
obtus. 


(')  On  aura  à  résoudre  ce  problème  ilaiis  la  praliciue  toutes  les  fois  qu'il  s'agira 
de  trouver  un  point  situé  à  la  plus  grande  proximité  possible  d'un  système  de 
points  donnés,  c'est-à-dire  tel  que  la  j)lus  grande  des  distances  rectilignes  à  par- 
courir pour  iillcr  de  ce  pojiil  ;iii\  divci-  point-  ilii  s\stèine  soil  i;i  plus  petite 
possible. 
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U.us  ce  cas,  les  droile,  ,p,,  ,\h,  ••  •  ->'4'^"^  ^'^"^^^  ^^'  ^^ 
entre  le  point  A,  et  le  milieu  M  de  V.  A..  Par  suite,  le  contour 
C(A,)  comprend  un  segment  de  la  droite  ,D,.,  contenant  le 
pointu,  et  des  segments  des  droites  ,D,,,  ,p^,  •  •  •  s.lnes  tous 
de  l'autre  côté  du  point  A,  j^ar  rapport  à  la  droite  a,D,.^  De  la 
ressort  nettement  que  le  point  du  contour  C(A,),  qui  est  le  plus 
rapproché  du  point  A„  est  le  point  M.  Le  cercle  minimum  corres- 
nondant  au  point  A.  est  alors  le  cercle  décrit  sur  A,  A.  comme 
diamètre;  de  même  pour  le  point  A,.  Xous  ajoutons  que  ce  cercle 
est  absolument  \e  cercle  minimum  renfermant  le  système  donne. 

En  effet,  prenons  un  autre  sommet  du  système,  A,  par  exemple. 

Les  droites  ,D,,  et  ,,D,.^  ^«  ^-^^^"^  ^"  *'  ^'  ^^"^^'^  ^"  'T  '""" 
ninnim  correspondant  au  point  A,-,  s'il  n'est  pas  le  point  I,  est  un 
point  situé  dans  l'angle  formé  par  les  droites  ^.Da,,  a,Da.,  et  oppose 
à  l'angle  qui  renferme  le  point  A,;  par  suite,  le  rayon  de  ce  cercle 
minimum  est  au  moins  égal  à  LV,  Or  le  point  I  est  le^ce^nlre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  A,A,A,;  la  demi-corde  1^  de  ce 
cercle  est  inférieure  à  son  rayon  L\,;  donc  le  rayon  du  cercle  mi- 
nimum correspondant  à  un  sommet  A,  quelconque  est  plus  grand 
que  le  rayon  ^  du  cercle  minimum  correspondant  aux  points  A, 
et  \>  •  et,  conséquemment,  c'est  bien  ce  dernier  qui  est,  d'une  ma- 
nière absolue,  le  cercle  minimum  renfermant  le  système  propose. 
Donc  : 

Théokème.  -  Si  un  polygone  convexe  de  m  sommeis  est  tel 
•nie  de  m  -  '.  de  ses  sommets,  on  voie  la  diagonale  qui  joint 
les  deux  derniers  sous  des  angles  obtus,  le  cercle  minimum  ren- 
fermant  ce  polygone  est  celui  qui  est  décrit  sur  cette  diago- 
nale comme  diamètre. 

(>.  Passons  au  second  cas,  qui  se  produit  le  plus  souvent,  celui 
où  la  condition,  énoncée  dans   le   théorème  c.-dessus,   n  est  pa. 

remplie.  .  ,        , 

Dans  ce  cas.  le  point  du  contour  C(  A,),  q»'.  est  U'  plus  rap- 
proché du  point  A„  est  un  sommet  de  ce  contour;  le  cercle  nu- 
;,i,,„n,  correspondant  est  celui  qui  cl  décrit  de  ce  po.ut  H,  comme 
centre  avec  H.  \.  pour  rayon.  Le  punU  H,  Wanl  a  a  rencontre 
de   d.nx    droites    telles   que   ,,1),„   H    , J  Vu  •    <<'   '■'■''l''    l'^'-'''   ""^ 
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outre  du  point  A,,  |)ar  deux  autres  souimels  A/,  et  \/,  du  svstènie. 

De  même  le  point  A^,  donne  le  point  H^,,  le  point  A;,  donne  le 

point  II3, On  voit  quelle  est  la  plus  [)ctite  des  lonj;ueurs  A,  H,, 

A2H0,  A3H3,  ...;  le  cercle  minimum  correspondant  est,  d'une 
manière  absolue,  le  cercle  minimum  renfermant  le  système  pro- 
posé. 

Plusieurs  de  ces  longueurs  peuvent  être  égales,  tout  en  étant 
plus  grandes  que  chacune  des  autres;  il  v  a  alors  plusieurs  so- 
lutions. 

7.  Nous  allons  maintenant  i-estreindre  l'énoncé  du  problème 
en  imposant  au  cercle  la  condition  cVmoir  son  centre  sur  une 
droite  donnée  A. 

La  solution  ne  présente  pas  plus  de  difficulté. 

Prenons  un  des  sommets,  A,  par  exemple;  la  droite  A  coupe 
le  contour  c(A,)  en  deux  points  p  et  q.  Si  la  projection  a,  du 
point  A,  sur  la  droite  A  est  située  entre  les  points/?  et  ^,  le  cercle 
minimum  correspondant  est  celui  qui  est  décrit  de  a^  comme 
centre  avec  «,  A,  pour  rayon,  sinon  il  faut  prendre  celui  des  points 
p  et  cj  qui  est  le  plus  près  du  point  «,.  On  a  de  cette  manière, 
comme  précédemment,  un  cercle  minimum  correspondant  à  chaque 
sommet  du  système.  On  prend  celui  de  ces  cercles  qui  a  le  plus 
petit  ravon. 

m. 

8.  Le  problème  que  nous  allons  traiter  maintenant  est  le  sui- 
\ant  : 

Trouver  la  couronne  circulaire  d'épaisseur  mininia  qui  ren- 
ferme un  système  de  points  donnés  dans  un  plan  (  '  ). 


(  '  )  On  aura  à  résoudre  ce  problème,  dans  la  pratique,  toutes  les  lois  qu'on 
voudra  trouver  un  point  tel  que  la  différence,  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  distances  rectilignes  à  parcourir  pour  aller  de  ce  point  à  divers  points 
(k)nnés,  s(jit  mininia.  Ce  point  peut  être  considéré  comme  étant  le  plus  près 
d'être  etjuidislant  des  divers  points  donnés.  1!  faut  remarquer  que  la  solution 
du  problème  conduit  parfois  à  un  résultat  qui  n'a  pas  de  sens  dans  la  pratique: 
c'est  lorsque  le  centre  de  la  couionne  minima  est  rejeté  à  l'infini.  Mais  on  peut 
imposer  à  ce  centre  la  condition  d'être  à  l'intérieur  d'une  aire  donnée;  il  n'en 
résulte,  pour  la  sohuioii.  qu'une  très  légère  modification,  comme  \um<  le  ferons 
voir. 
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Il  est  bien  évident  que  les  cercles  iiitéiieiir  et  extérieur  qui 
limitent  cette  couronne  doivent  passer  chacun  au  moins  par  un 
des  points  du  système,  et  que,  de  plus,  le  cercle  extérieur  ne 
saurait  passer  que  par  des  sommets  de  ce  système. 

La  marche  à  suivre  pour  la  solution  sera  donc  (en  supposant 
que  le  système  contienne  m  points  dont  p  sommets)  la  suivante  : 
prendre  successivement  chacun  des  p  sommets  avec  chacun  des 
m  —  I  autres  points  du  système  et  déterminer  chaque  fois  la  cou- 
ronne d'épaisseur  minima  dont  le  cercle  extérieur  passe  par  le 
sommet  considéré,  et  le  cercle  intérieur  par  le  second  point  (som- 
met ou  point  intérieur).  On  prendra  ensuite,  parmi  toutes  les  cou- 
ronnes ainsi  détermmées,  celle  qui  a  la  plus  petite  épaisseur. 

Dès  lors  la  solution  sera  complète,  quand  nous  aurons  résolu  le 
problème  suivant,  qui  va  maintenant  nous  occuper  : 

Etant  pris  dans  le  système  un  sommet  A,  et  un  point  quel- 
conque Ao,  trouver  la  couronne  circulaire  (répaisseur  minima 
renfermant  tout  le  système  et  telle  que  son  ceicle  extérieur 
passe  par  A|,  son  cercle  intérieur  par  Ao. 

Le  centre  delà  couronne  cherchée  devant  évidemment  se  trouver 
à  la  fois  dans  la  région  R(A,)  et  dans  la  région  /'(A2)  sera  dans  la 
partie  commune  à  ces  deux  régions.  Cette  [)arlie  commune  p  (') 
est  limitée  par  un  contour  polygonal  v,  conqjrenant  à  la  fois  des 
éléments  du  contour  C(A.ij  et  du  contour  c(A^),  et  qui  est  situé 
tout  entier  du  môme  côté  que  le  point  Ao  par  rapport  à  la  droite 

D'ailleurs,  M  étant  un  point  quelconque  pris  à  l'intéi^eur  de  la 
région  p,  la  droite  A,  M  vient  couper  le  contour  y  en  un  point  m, 
et  l'on  a 

KiW  >  A.,  M  —  Um 
et,  par  suite, 

Aj  m  —  Al  m   ^  Aj  m  —  Ao  î\l  -t-  IM  m 
ou 

A,  m  —  A2  m  <  A,  M  —  A,  M. 


(  '  )  Si  l'on  veut,  comme  nous  le  disions  clans  la  Noie  précédente,  que  le  centre 
de  la  couronne  minima  soit  situé  à  l'intérieur  d'une  aire  donnée,  on  ne  prendra 
que  la  parlie  de  la  ri''gion  p,  qui  lui  est  commune  avec  celte  aire. 


—   174  - 

De  là  celle  conséquence,  à  savoir  que  le  centre  de  la  couronne 
cherchée  esl  sur  la  portion  du  contour  v  la  plus  rapprochée  du 
point  A,,  à  rinlérieur  de  l'angle  sous  lequel  on  voit  ce  contour  du 
point  A| . 

Nous  voilà  donc  amenés,  en  dernière  analyse,  à  ce  problème  : 

Tromper  sur  un  se  fi  ment  de  droite  [dont  une  des  extrémités 
peut  être  rejetée  à  rin/ini),  situé  tout  entier  du  même  côté  que 
le  point  A.2  par  rapport  à  la  droite  xpx.^  l<^  point  pour  lequel 
la  différence  des  distances  aux  points  A,  et  Ao  est  minima. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  allons  étudier  comment  varie 
ladiflérence  des  dislances  d'un  point,  mobile  sur  une  droite,  à  deux 
points  fixes  donnés  hors  de  cette  droite. 

9.  Soient  A  la  droite,  A  et  B  les  points  donnés.  La  droite  A 
coupe  la  droite  AB  en  un  point  H  que  nous  supposerons  du  même 
côté  que  le  point  A  par  rapport  au  milieu  du  segment  AB.  Xous 
désignerons  par  H'  le  conjugué  harmonique  du  point  H  par  rap- 
port aux  points  A  et  B. 

Considérons  toutes  les  hyperboles  qui  ont  pour  fovers  les  points 
A  et  B.  Parmi  ces  hyperboles.  Tune  est  tangente  à  la  droite  A  et 
la  touche  au  point  I.  Il  est  facile  de  déterminer  le  point  I  en  re- 
marquant que,  la  tangente  à  l'hyperbole  étant  bissectrice  de  l'angle 
formé  par  les  rayons  vecteurs  du  point  de  contact,  le  point  I  doit 
se  trouyer  sur  le  cercle  décrit  sur  HH'  comme  diamètre. 

Si  l'on  diminue  l'axe  transverse  de  cette  hyperbole  tangente,  la 
droite  A  la  coupe  en  deux  points;  si  l'on  augmente  cet  axe  trans- 
verse, l'hyperbole  n'est  plus  coupée  par  A.  De  là  cette  conséquence, 
à  savoir  que  le  point  I  est  le  point  de  la  droite  A,  dont  la  difle- 
rence  des  distances  aux  points  A  et  B  est  maxima.  Remarqvions 
que  le  point  I  est  situé  du  même  côté  que  le  point  A  par  l'apport 
à  la  droite  iJ)^,  c'est-à-dire  dans  la  région  (A). 

Au  fur  et  à  mesure  que  l'on  fait  diminuer  l'axe  transyerse,  on  a 
des  hyperboles  qui  coupent  la  droite  A  en  deux  points  toujours 
situés  dans  la  région  (A)  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  l'hyperbole  pour 
laquelle  la  droite  A  est  parallèle  à  l'une  des  asymptotes.  Cette  der- 
nière coupe  la  droite  A  en  un  point  J  situé  entre  le  point  I  et  la 
droite  aI^b»  cl  en  un  second  point  rejeté  à  l'infini.  Il  est  facile  de 
déterminer  géométriquement  le  point  J. 
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Eli  c'IIet,  A  étant  parallèle  à  l'une  des  asymptotes  de  l'iiypcr- 
hole  en  question  ,  la  perpendiculaire  BT,  abaissée  du  foyer  B  sur 
la  droite  A,  est  tangente  au  cercle  directeur  cpii  a  pour  centre  le 
foyer  A;  cela  nous  permet  de  tracer  ce  cercle  directeur  F,  qui 
touche  la  perpendiculaire  BT  en  un  point  où  nous  placerons  la 
lettre  T. 

Soit  B'  le  symétriqne,  situé  sur  J3T,  du  point  B  par  rapport  à  la 
droite  A.  Le  point  J  est  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  points 
B  et  B'  et  est  tangent  au  cercle  F.  Dès  lors,  nous  aurons  ce  point 
en  menant  par  les  points  B  et  B'  un  cercle  quelconque  (ce  qui  est 
facile,  puisque  le  centre  de  ce  cercle  se  trouve  sur  la  droite  A), 
prenant  le  point  d'intersection  S  de  la  corde  coninnine  à  ce  cercle 
et  au  cercle  F  avec  la  droite  BB',  et  menant  par  le  point  S,  an 
cercle  F,  la  tangente  SU,  dont  L  est  le  point  de  contact;  la  droite 
UA  coupe  la  droite  A  au  point  J. 

A  partir  de  là,  et  au  fur  et  à  mesure  qu'on  fait  décroître  l'axe 
transverse  de  l'hyperbole,  celle-ci  coupe  la  droite  A  en  deux  points 
situés,  de  part  et  d'autre,  de  la  droite  x^ny  dont  ils  se  rapprochent 
tous  deux  indéfiniment  pour  venir  à  la  limite  se  confondre  avec  le 
point  d'intersection  de  A  et  de  ^D^  lorsque  l'hyperbole  se  réduit  à 
cette  dernière  droite,  c'est-à-dire  lorsque  la  diflerence  des  distances 
aux  points  A  et  B  devient  nulle. 

D'après  ce  qui  précède,  la  différence  des  distances  aux  points  A 
et  B  a  une  certaine  valeur  pour  le  point  situé  à  l'infini  sur  la  droite  A 
du  même  côté  que  A  par  rapport  à  ^ifi^.  Au  fur  et  à  mesure  que 
l'on  se  rapproche  du  point  I,  cette  différence  augmente;  elle  est 
niaxima  au  point  1,  puis  elle  diminue;  au  point  1,  elle  redevient 
la  même  que  pour  le  point  situé  à  l'infini;  puis  elle  continue  à  di- 
minuer jusqu'au  point  de  rencontre  avec  ^Ï^b  ?  où  elle  est  nulle; 
elle  croît  ensuite  d'une  manière  continue  pour  reprendre  à  l'infini 
la  valeur  d'où  nous  sommes  partis. 

En  résumé,  cette  différence  a  un  minimum  en  l  et  un  maximum 
sur  aDr. 

10.  Bevenons  maintenant  à  notre  problème.  Nous  avons  un 
segment  PQ  de  droite  situé  tout  entier  du  même  côté  que  Ao  par 
rapport  à  a,1^a..'  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  celle  des 
extrémités  P  ou   Q  de  ce  segment,   pour  laquelle  la   différence 
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PA,  —  PAo  ou  Q'V,  —  QA^  est  la  plus  pclitc,  esl  le  point  du  seg- 
ment dont  la  différence  des  distances  à  A,  et  Ao  est  niinima. 

Si  le  segment  IM^,  au  besoin  prolongé,  coupe  AiA^  du  côté 
de  A2  par  rapport  à  a,^Aj5  ce  point  de  dllFérence  minima  est  celle 
des  extrémités  du  segment  qui  est  la  plus  rapprochée  de  a.I^a.- 

Si,  au  contraire,  le  segment  PQ,  au  besoin  prolongé,  coupe  A,  Ao 
du  côté  de  A,  par  rajiport  à  a,Da.  ,  et  que  I  et  J  soient,  pour  cette 
droite  PQ,  les  points  qui  ont  été  définis  plus  haut,  trois  cas  peu- 
vent se  présenter  : 

i"  L'extrémité  du  segment  PQ  la  plus  rapprochée  de  a.I^a,  est 
située  entre  J  et  a,Da, 5  dans  ce  cas,  c'est  cette  extrémité  qui  ré- 
pond à  la  question. 

2"  Cette  extrémité  est  entre  I  et  J  ;  on  ne  peut  rien  dire  a  priori. 

3°  Cette  extrémité  est  en  deçà  du  point  I;  dans  ce  cas,  c'est  la 
seconde  extrémité  qui  répond  à  la  question. 

Mais  si  les  points  1  et  J  sont  commodes  pour  la  discussion  géo- 
métrique, leur  détermination  est  troj)  longue  dans  la  j>ralique;  il 
vaut  mieux,  à  ce  point  de  vue,  lorsque  PQ  coupe  A,  Ao  du  côté 
de  A,  par  rapport  à  a.I^a.  ?  comparer  tout  simplement  les  diffé- 
rences PA,  —  PA2  et  QA,  —  QAo,  comme  cela  est  d'ailleurs  né- 
cessaire dans  le  second  des  trois  cas  qui  viennent  d'être  énoncés. 

11.  On  peut  imposer  au  centre  de  la  couronne  la  condition 
d'avoir  son  centre  sur  une  droite  donnée  A. 

Il  suffira  alors,  dans  chaque  détermination  partielle,  par  exemple 
dans  celle  qui  fait  correspondre  la  région  /'(Ao)  à  la  région  R(A,), 
de  prendre  sur  le  segment  de  la  droite  A,  compris  dans  la  région  p 
commune  à  /(Ao)  et  R(A,),  le  point  M  pour  lequel  la  différence 
MA,  —  MAo  est  minima,  problème  qui  ne  diffère  pas  du  précédent. 

D'ailleurs,  la  droite  A  ne  coupant  généralement  pas  toutes  les 
régions  telles  que  p,  le  nombre  des  déterminations  partielles  se 
trouvera  réduit. 

12.  Si  la  droite  A  coïncide  avec  la  droite  à  l'infini  du  plan,  on  a 
la  solution  de  ce  problème  : 

Traîner  tes  deux  droites  parallèles  les  plus  rapprochées  qui 
comprennent  entre  elles  un  système  de  points  donnés. 
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Il  est  bien  évident  que,  pour  ce  problème,  les  points  intérieurs 
du  système  n'ont  pas  à  intervenir  dans  la  solution;  il  est  donc 
inutile  d'en  tenir  compte. 

Mais  ce  dernier  problème  comporte  une  solution  plus  simple, 
(pie  nous  allons  e\|)oser  brièvement  : 

Soient  A,,  A2,  .  .  .,  A^  les  sommets  du  système. 

Prenons  un  de  ces  sommets,  A,  par  exemple;  par  ce  sommet, 
menons  des  parallèles  aux  p  —  2  cotés  du  polygone  qui  n'y  abou- 
tissent pas.  Parmi  les  droites  ainsi  menées,  un  certain  nombre  sont 
complètement  extérieures  au  polygone;  considérons  les  côtés  qui 
leur  coriespondent,  et  soit  o-  la  distance  du  point  A,-  à  celui  de 
ces  côtés  qui  en  est  le  plus  rapproché. 

Pour  A(  nous  obtenons  ainsi  0,  ;  pour  A.,,  o^,  .  .  .  ;  pour  A^,  Op. 
Nous  voyons  quelle  est  la  plus  petite  des  longueurs  0,,  Oo,  . . . ,  0^; 
elle  nous  donne  la  solution  cherchée. 


S  in-  la  construction  de  lu  tangente  en  un  point  d'origine 
de  l'ombre  portée  sur  lui-même  par  un  cylindre  ou  un  cône 
creux  du  second  ordre  ;  par  M.  Ernest  LEitow. 

(Séance  rlii  :ii   novembre  188:4.) 

J^a  construction  qui  lait  l'objet  de  celte  Note  se  présente  dans 
la  théorie  des  ombres,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  ou 
divergents,  notamment  dans  l'épure  du  puits  militaire  ou  trou  de 
loup. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  un  cône  creux  S  {Jig-  i),  à 
base  circulaire  A,  éclairé  par  des  ravons  parallèles,  de  direction  L. 
Les  génératrices  SF  et  SG  i'orment  la  séparatrice.  Le  cylindre 
d'ombre  a  pour  directrice  l'arc  FAG.  Les  points  F  et  G  sont  les 
points  d\)rigine  de  l'ombre  portée  FilG  [)ar  le  cône  sur  lui-même; 
la  courbe  d'ombre  FHG  est  une  ellipse. 

Hachette  construit  une  tangente  en  un  point  d'origine,  en  re- 
Hiairpiant  (picllc  est  l'intersection  du  plan  tangent  au  cône  en  ce 
XM.  i> 
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iioiiit  cl  du  |)hiii  (Ir  la  ((lurlic  d  oMiliiL'  |iorlt''c.  cl  oKliciil  >c>  nm- 
joclions  en  faisant  usage  d'iiii  |)lan  verll(;d  auxiliaire  jtcrpfiidi- 
culairc  au  plan  de  celle  courbe. 

M.  J.  Pillet,  dans  le  cas  d'un  cylindre  creux  de  révolution, 
construit  la  projection  verticale  de  la  tanyenlc  en  un  j)oinl 
d'origine,  après  avoir  obtenu  un  diamètre  de  lellipse  il'ombre 
parallèle  à  cette  tangente  [Théorie  des  Ombres  et  du  Lavis, 
i88a,  p.  13;). 

Mais  les  constructions  précédentes  sont  longues.  En  voici  une 
excessivement  courte,  fondée  sur  ce  théorème  : 

«  Lorsque  deux  quadriques  sont  inscrites  à  une  troisième,  elles 
se  coupent  suivant  deux  coui-bes  planes,  dont  les  plans  passent  par 
rintcrsection  des  plans  des  courbes  de  contact,  et  sont  conjugués 
harmoniques  de  ces  derniers.  » 

Le  cône  donné  S  et  le  cylindre  d'ombre  sont  deux  quadriques 
inscrites,  selon  les  droites  SF  et  SG  d'une  part,  les  ravons  liimi- 


V\ii  I. 


neu\  passant  par  F  et  G  d'autre  part,  à  la  variété  de  quadri([ue 
lormée  par  les  deux  plans  tangents  communs  à  ces  quadriques  aux 
points  F  et  G.  Le  plan  tangent  en  F  coupe  les  plans  de  contact 
selon  deux  droites  connues,  la  génératrice  SF  du  cône  et  le  rayon 
lumineux  FJ  ;    il  coupe  les  plans  des  courbes  d'intersection  du 
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cône  et  du  c_ylindre  selon  la  tangente  connue  EF  en  F  à  la  direc- 
trice FAG,  et  selon  la  tangente  cherchée  FM  à  la  courbe  d'ombre. 
Ces  quatre  droites  ("ornient  un  faisceau  harmonique  dont  on  con- 
naît trois  rayons;  on  a  donc  dans  l'espace  la  direction  de  la  tan- 
gente FM  au  point  F,  en  menant  une  parallèle  quelconque  KJ 
à  SF,  coupant  ¥\i  et  FJ  en  R  et  J,  et  en  prenant  sur  KJ  la  dis- 
tance JM  égale  à  K.J. 

Comme  les  propriétés  d'un  faisceau  harmonique  sont  projec- 
tives,  on  obtient  de  même  aisément  une  projection  sur  un  plan  de 
la  tangente  en  un  |)oint  d'origine,  car  on  connaît  les  projections 
sur  ce  plan  des  trois  droites  SF,  FE,  FJ. 


Su/-  la  IransfotnKition  du  moinetncnt  rotaloirc  en  mouvement 
sur  cerlalnes   l lignes,    à   Vaide   de    systèmes   articulés;    par 

M.    TcHEBICHEFF. 

(Séance  du  ■:>.\  novembre  i88^.) 

1 .    Soient  {Jig-  i)  ABC,  ABM  deux  triangles  isoscèles,  ayant  un 
côté  commun  AB,  égal  aux  côtés  AC,  AM.   Si  l'on  fait  mouvoir 
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les  sommets  A,  B  du    triangle  ABM    sur   les  cercles  décrits  du 
sommet  C  du  triangle  ABC  et  d'un  point  quelconque  C,  pris  sur 
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son  cùlc  V)(j,  le  soinmeL  M  du  triangle  ABM  di'ciil,  corniiic  il  ii'esl 
n;is  difficile  de  s'en  assurer,  une  courbe  syniélri(|ue  autour  de  l'axe 
passant  par  les  jioints  M,  C.  Si  la  ligne  BC,  n'esl  pas  trop  longue, 
elle  peut  faire  un  tour  complet  autour  du  centre  C,,  et  alors  le 
point  M  décrit  une  courbe  l'ermée,  symétrique  autour  d'un  axe, 
comme  nous  venons  de  le  dire.  Ceci  nous  présente  une  transfor- 
mation très  simple  du  mouvement  rotatoire  en  mouvement  sur  les 
lignes  fermées,  de  formes  très  variées  et  s_) métriques  autour  de 
certains  axes.  Une  telle  transformation  du  mouvement  rotatoire 
pourra  être  avantageusement  employée  dans  la  pratique,  si  l'on 
trouve  les  conditions  sous  lesquelles  la  courbe  décrite  par  le 
point  M  s'approclie  suffisamment  près  de  celles  (pii  donnent  la  so- 
lution de  quelques  problèmes  cinématiques.  C'est  ce  que  nous 
allons  faire  maintenant  pour  les  cas  les  plus  simples  et  les  plus 
fréquents  dans  la  pratique  :  ainsi,  quand  on  cherche  à  avoir  le 
mouvement  sur  un  cercle  ou  sur  une  ligne  droite. 

2.  Arrêtons-nous  d'abord  an  eas  où  le  point  IM  doit  décrire  ap- 
proximativement le  cercle  complet,  quand  la  ligne  I^C,  tourne  une 
fois  autour  du  centre  C,.  Nous  supposerons  données  les  longueurs 
AC  =  AB,  BCi  et  la  distance  CC|  des  centres  C,  C|,  et  nous  cher- 
cherons le  cercle  duquel,  par  un  choix  convenable  de  l'angle  Bx\M, 
s'approche  le  plus  la  courbe  décrite  par  le  point  M.  D'après  l'ex- 
pression de  la  limite  des  écarts  que  présentera  cette  courbe  avec 
le  cercle  duquel  elle  s'approche  le  plus  possible,  il  sera  aisé  de  voir 
les  conditions  que  doivent  remplir  la  longueur  des  lignes  AC  =  AB, 
liC,  et  la  distance  des  centres  C,  C,,  pour  que  ces  écarts  soient 
admissibles  dans  la  pratique. 

Pour  y  parvenir,  nous  calculons  d'abord  les  inclinaisons  de  la 
ligne  AC  sur  CC,  (ligne  des  centres  C,  C|)  pour  deux  positions 
qui  correspondent  aux  moments  où  le  point  B  se  trouve  sur  la 
ligne  CC,  ou  son  prolongement. 

En  désignant  par  'j,,  o  les  angles  de  ces  inclinaisons,  on  les  trou- 
vera à  l'aide  des  formules 

GG,M-BGi  ce,  —  BC, 

■2AC  aALi 

Daprès  les  angles  'ji.  o,.  on  cherchera  deux  angles  auxiliaires  H,  'i, 
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(|ui  X'  (Irh'iiiiiiiciil  aiii>i  : 

>^iii(  mO  —  -i|  j  = 


cos - 


•À 

cos2  6 


cosy 

Au  niojcn  des  angles  -i,  -j,,  0.  -j;,  on  trouve  aiséineuL  loul  ee  qu'il 
est  important  de  savoir  : 

I"  J^'angle  B  VM  avec  lequel  le  triangle  ABM,  |)ai'  son  sommet  M, 
décrit  la  courlx.'  la  plus  proche  |)0ssible  d'un  cercle  ;  :>."  le  ravon  du 
cercle  aucpiel  s"a|)proclie  le  plus  celte  courbe;  3"  la  dislance  de 
son  centre  du  point  C;  4'  enlin  la  limite  des  écarts  de  ce  cercle 
et  de  la  courbe  décrite  par  le  sommet  ^J.  ()i\  \  parvient  à  l'aide 
des  formules  suivantes  : 

BAM  =  2-  — '2  0  — '^  —  ■>, 


BG,. 


cot 


OC= 1 ^   BC„ 

lan^ -! '-  cos '- - 

■2  1 

.    'S  — 'i,---20    .     iS) -^ ':. -^  <l 

Slll  -^ '■ SOI  '- '- 

sin  -! -^  taiii; ^  cos "- 


où  R  i^Jig.  i)  est  le  ravon  du  cercle  décrit  approximativement  par 
le  sommet  M,  OC  la  distance  de  son  centre  O  du  point  C,  et  E  la 
limite  des  écarts  de  cette  courbe  (n"  3).  D'après  la  valeur  de  E  et  les 
équations  qui  déterminent  les  angles  auxiliaires  0,  o,  il  est  clair 
que  la  courbe  décrite  par  le  sommet  M  s'approche  très  près  d'un 
cercle  toutes  les  fois  que  la  différence  des  angles  C2,,  C5  est  très 
petite.  Poui-  appliquer  les  formules  précédentes  à  ce  cas  parti- 
culier, qui  est  le  plus  intéressant  pour  la  pialiquc,  nous  ferons 


.1  "^  f 


en  siipposaril  (juc   Z   ail  une   petilc    valeur.    D'ajnès  ces   égalités, 
on  a 

«fi  =  'f  0  +  5,      ç.  =  cp„  —  0. 

En  portant  ces  valeurs  de  cp,  cp,  dans  les  lormulcs  [)récédenlcs, 

FiK.    2. 


nous  ol)tenons,  par  le  développement  en  série  et  ne  tenant  comph; 
que  de  premiers  termes  avec  o, 

BAM  ^  -2  77  -  i  Ci,,  -  •^'-^"^•->-'  .> 
{tanjitpo 

tani;ci|,        / 


OC  —  Z^"*-?»    .     ^>  —  3  tan-i^'i,,  ^ 

\       0 


24 


BC 


Ces  formules  nous  donnent,  au  o-  près, 


ri  sinacpo 

D'un  autre  côté,  en  cherchant  la  ditlerencc 

eus  o  —  ("OS'ii, 

d'après  les  formules  qui  déterminent  les  ani;lcs  'i,  'i,,  on  ohtieni 

BC,. 
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d'où,  en  suhsULuanl  K's  valcufs  de  cp,  'i,,  on  lire,  à  o-  près, 

-AC   =^''"'^'"- 
D'après  cela,  on  voit  que  les  rapports 

R'     AG 

tendent  en  même  temps  vers  zéro  quand  la  diirérence  ci|  —  es  =  o 
s'approche  elle-même  de  zéro,  et  comme  on  Irouve,  en  divisant 
l'un  de  CCS  rapports  par  l'autre, 

1-: .  HG,     ^  I 


H  ■  AG  2  sinacpo  sincpo 

il  est  clair  que,  pour  diminuer  autant  que  possible  les  valeurs  du 
rapport 

E 

H' 

correspondant  avec  les  valeurs  données  de 

BGi 

voisines  de  zéro,  on  doit  j)rendre,  pour  '^,),  l'angle  qui  rend   ini- 
niniuin  la  valeur  numérique  de  la  l'onction 

Ainsi  l'on  parvient  à  un  système  articulé,  oij  le  mouvement  circu- 
laire du  point  B  autour  du  centre  G,  se  translorme  en  un  autre 
mouvement  du  point  M  sur  une  ligne  difierant  peu  du  cercle 
décrit  du  centre  O.  En  remarquant  que,  dans  ce  système,  les 
points  M,  B  se  meuvent  autour  des  centres  O,  Gj  dans  les  sens 
opposés,  on  conclut  que  ce  système  donne  la  solution  du  même 
problème  que  les  manivelles  antirotatwes.  Dans  cette  transfor- 
mation de  rotation,  on  ne  rencontre  pas  du  tout  de  points  morts, 
et  l'on  peut  faire  varier  la  loi  qui  lie  entre  elles  les  vitesses  de  deux 
manivelles,  en  transportant  le  (;entre  d'oscillation  de  l'élément  AG. 

i.  Passons  au  cas  <»ù  Ton  clierclic  à  rapprocher,  le  |)lus  près 
possd>le  d'une  ligne  dr(»itc,   toute  la  courbe  lennée,  déente  par  le 
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sommet   M.    Nous   supposerons   que   le   Irianf^le   M\\\  est   placé, 
comme  ou  le  voil,  sur  la  fis;.    ).  Dans  celle  liypollièse,  el  en  dé- 


Fig.  3. 


sii,Miant  par  t  une  quanti  lé  auxiliaire  plus  grande  que  O,  on  trouve 
AC  =  AB  =  BM,  ce,  et  la  limite  des  écarts  E  se  déterminent  |)ar 
les  formules  suivantes  : 


AG  =  AB  =  AiM  =  — ^ BG, 

cosMAB  =  —  4'-. 


ce,  = 


,^l 


BC„ 


^fl 


e- 


r- 


v/. 


?2 


BGi. 


La  ligne  droite  que  le  sommet  M  décrira  approximativement  est 
normale  à  l'axe  de  symétrie  CM,  et  sa  distance  du  centre  C  a  pour 
valeur 

3  _        ^' 


BG,. 


En  cherclianl  la  loi  du  mouvement  du  scrmmel  ^1  par  rapport  à 
Taxe  de  svmétrie   MC,  on  trouve  que  la    distance  de   M  à  ret   axe 
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s'exprime  j)ar  la  (oi-niiile 


-i-nr     ■       t  /lanS'^'-p  +  I'^d  — «-osa)            /i—V^ 
±:  BGi  sin  a  V/  :--; —  4  /  , 

V  I  — F(i  — cosa)  \    2  + /2 

où  a  désigne  l'angle  variable  que  fait  la  ligne  13C,  j)endanl  sa  rola- 
lion  avec  le  prolongement  de  la  ligne  des  centres  CC,,  et  F  une 
(juantité  constante  égale  à 

■i.t  \J-t.  —  r- 


Daprès  cette  lorniule,  il  n'est  pas  difficile  d'assigner  les  limites 
entre  lesquelles  reste  le  point  M  pendant  son  mouvement,  et  qui 
déterminent  la  longueur  de  la  ligne  droite  décrite  approximati- 
vement. 

D'autre  part,  cette  formule  tait  voir  que  les  courses  d'aller  et 
de  retour  du  point  M  ne  correspondent  pas  aux  mêmes  angles  de 
rotation  de  la  ligne  BC,  autour  du  centre  C|,  et  que  la  différence 
entre  ces  deux  angles  est  d'autant  plus  grande  que  la  quantité  t 
s'éloigne  plus  de  O;  par  conséquent,  ce  système  présente  une 
transformation  directe  d'un  mouvement  rotatoire  continu  en  mou- 
vement rectiligne  alternatif,  et  vice  versa,  où  les  courses  d'aller  et 
de  retour  se  feront  dans  des  temps  inégaux,  la  vitesse  de  rotation 
étant  constante.  Ce  système  peut  donc  élre  employé  comme  un 
mécanisme  à  retour  rapide.  De  plus,  comme  le  point  M  effectue 
une  de  ses  courses,  presque  rectiligne,  dans  le  temps  où  la  ligne  BG, 
fait  autour  du  centre  G,  plus  d'un  demi- tour,  ce  système  peut 
être  avantageusement  employé  pour  faire  tourner  un  axe  à  l'aide 
d'un  pied.  En  appliquant  de  tels  systèmes  à  deux  manivelles  cou- 
dées à  un  axe  sous  l'angle  i8o",  on  obtiendra  un  mécanisme  pour 
tourner  l'axe  avec  deux  pieds,  qui  aura  l'avantage  de  ne  pas  pré- 
senter des  points  morts. 

o.  Dans  le  cas  précédent,  nous  avons  cberché  à  rapprocher,  le 
plus  près  possible  d'une  ligne  droite,  toute  la  courbe  fermée,  dé- 
crite par  le  point  M  ([uand  la  ligne  rotatoire  de  la  ligne  BG,  fait 
un  tour  complet  autour  du  rentre  (V  Nous  allons  nous  occuper 
mainlcnatil    du    cas   où    I  on    clierclic   ce   rapproclicmciil   jxiur  une 
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|)at'lic  (If  celle  roiiihc  corrcsporidaiil  à  un  (hMiii-loiic  de  l:i  lii^rjc  M(  1, 
autour  du  centre  C,,  savoir  :  depuis  a  =  —  -  jusqu'à  a  =  4-  ^  • 

Nous  nous  bornerons  au  cas  le  plus  simple,  où  le  trianj^le  MAI) 
se  réduit  à  une  ligne  droite  MAl13  {Ji^'.  \  ),  ce  qui  revient  à  donner 


à  l'angle  iM.VB  une  valeur  éj^ale  à  i.So".  Dans  ce  cas,  les  lignes 
AC  =  AB=  AM,  ce,  et  la  limite  des  écarts  E  se  déterminent  par 
les  ("ormules  suivantes  : 

AC  =  AH  =  AM  =  y^  ^' 


BG,. 


CC,  =  -^^i^l3B, 


E  =  -+-  \  '^1'^  -H  to4  /;  —  V  3o5  ^  92  y/;  j^^^ 


D'après  l'équalion  de  la  courbe  que  décrit  le  point  M  dans  ce 
SNStème,  on  reconnaît  aisément  que  la  partie  qui  correspond  à  la 
rotation  de  la  ligne  BG|  d'un  quart  de  tour  en  haut  et  en  bas  de  sa 
position  primitive  est  presque  rectiligne.  Après  avoir  parcouru 
celte  partie  de  sa  trajectoire,  le  point  JM  se  lève  et  (ait  sa  marche 
de  retour,  en  montant  peu  à  peu  jusqu'au  milieu  de  sa  course  et 
en  s'abaissant  suivant  la  même  loi,  après  avoir  dépassé  ce  milieu. 
Un  tel  mouvement  <\\\  point  M.  dans  lecpiel  se  transforme  direc- 
tement le  mouvement   rolaloirc  de  la  ligue  B(j,,  dans  notre   svs- 
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lèmc,  jxnil  avoir  dos  applicalions  ulilcs.  Si  l'on  a|)|)li(|tic  de  tels 
svstèincs  à  deiiv  manivelles  coudées  à  un  axe  sous  l'angle  itSo",  on 
obtient  un  mécanisme  où  la  rotation  d'un  axe  se  transforme  en 
mouvement  de  deux  points  (pii,  tour  à  lour,  [)arcourent  la  même 
ligne  [)resque  droite,  et  dont  chacun  se  lève  au-dessus  de  celle 
ligne  après  l'avoir  j^arcouru  ({uand  l'autre  s'abaisse  sur  elle  pour 
la  parcourir  à  son  tour.  En  ne  considérant  que  l'espace  où  se 
trouve  la  partie  presque  recti ligne  de  la  trajectoire  de  ces  points, 
on  reconnaît  aisément  qu'ils  produisent  approximativement  le 
même  eUet  que  les  points  équidistants  de  la  circonlerence  d'une 
roue  tournante  (piand  son  ravon  est  inliniment  grand.  Donc,  sous 
ce  rapport,  le  système  dont  nous  venons  de  parler  peut  bien  jouer 
le  rôle  d'une  roue  infiniment  grande. 
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Sur  les  courbes  planes  transcendantes,  susceptibles  de  faire  partie  d'un  sys- 
tème ([JL,  v)  (II,  96).  —  Détermination  du  nombre  exact  des  solutions  d'un 
système  de  n  équations  algébriques  à  n  inconnues  (II,  127).  —  Résolution 
graphique  d'un  système  d'équations  du  premier  degré  (III,  9.3  ).  —  Sur  la  dé- 
termination, par  le  principe  de  correspondance,  du  nombre  des  points  de  contact 
ou  d'intersection  sous  un  angle  donné  des  courbes  d'un  système  avec  une  courbe 
algébrique  (V,  19).  —  Détermination,  par  le  principe  de  correspondance,  du 
nombre  des  points  d'un  plan  en  lesquels  se  touchent  trois  courbes  appartenant 
respectivement  à  trois  systèmes  donnés  (V,  i3o).  —  Sur  le  nombre  des  nor- 
males communes  à  deux  courbes,  à  deux  surfaces,  à  une  courbe  et  à  une  surface 
i\l,  43). —  Sur  les  faisceaux  ponctuels  plans  de  caractéristique  v,  ayant  un 
point  principal  multiple  d'ordre  v  (III,  177). 

Gascheau.  —  Étude  sur  un  cas  singulier  du  mouvement  d'un  point  matériel 
(X,  207).^ 

Genty.  —  Étude  sur  les  courbes  gauches  unicursales  (IX,  iiô). 

Goursat.  —  Sur  l'équation  linéaire  qui  relie  au  module  la  fonction  complète  de 
première  espèce  (X,  44)- 

Gunther.  —  Sur  l'évaluation  de  certaines  intégrales  pseudo-elliptiques  (X,  88). 

Haag.  —  Théorème  sur  les  surfaces  (V,  166).  —  Note  sur  les  relations  entre  les 
iléments  caractéristiques  d'une  courbe  gauche  et  les  accélérations  du  point 
qui  la  décrit  (VII,  i4o)-  —  Note  sur  une  classe  d'équations  di/Térentielles 
(VIII,  80). 

Halphen.  —  Sur  les  courbes  tracées  sur  les  surfaces  du  second  ordre  (I,  19).  — 
Sur  le  mouvement  d'une  droite  (I,  ii4).  —  Mémoire  sur  la  détermination  des 
coniques  et  des  surfaces  du  second  ordre  (I,  i3o  et  226;  II,  11).  —  Sur  un  pro- 
blème de  probabilités  (I,  221).  —  Applications  nouvelles  d'une  proposition  sur 
les  congruences  de  droites  (I,  253).  —  Recherches  de  Géométrie  à  n  dimensions 
(II,  34).—  Sur  le  développement  d'un  solide  invariable  (11,56).  —  Sur  quelques 
propriétés  des  courbes  gauches  algébriques  (II,  69).  —  Sur  un  point  de  la 
théorie  du  contact  (II,  g'j  ).  —  Sur  le  contact  des  surfaces  (III,  28).  —  Sur  une 
question  d'élimination  ou  sur  l'intersection  de  deux  courbes  en  un  point  sin- 
gulier (III,  76).  —  Sur  la  conservation  du  genre  des  courbes  algébriques  dans 
les  transformations  uniformes  (IV,  29).—  Sur  le  contact  des  courbes  planes 
avec  les  coniques  et  les  courbes  du  troisième  degré  (IV,  59).  —  Théorèmes  con- 
cernant les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par  une 
relation  (IV,  9^).  —  Sur  les  correspondances  entre  les  points  de  deux  courbes 
(V,  7).—  Sur  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  gauches  douées  de  deux 
directrices  rectilignes  (V,  i34  ).  —  Sur  une  formule  récurrente  concernant  les 
sommes  des  diviseurs  des  nombres  entiers  (V,  i58).  —   Sur  une  proposition 
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d'Algèbre  (V,  160).  —  Sur  des  suiles  de  fractions  analogues  à  la  suite  de  Farey 
(V,  170).  —  Sur  les  singularités  des  courbes  gauches  algébriques  (VI,  10).  — 
Sur  les  sommes  des  diviseurs  des  nombres  entiers  et  les  décompositions  en  deux 
carrés  (VI,  119).  —  Sur  diverses  formules  récurrentes  concernant  les  diviseurs 
des  nombres  entiers  (VI,  173).  —  Sur  l'équation  différentielle  des  coniques 
(VII,  83).  —  Sur  le  développement  d'une  fonction  intermédiaire  (VII,  92).  — 
Sur  certams  cas  singuliers  du  déplacement  d'un  corps  solide  (VIII,  18).— 
Observations  sur  la  théorie  des  caractéristiques  (VIII,  3i).  —  Sur  une  formule 
d'analyse  (VIII,  62).  —  Problème  concernant  les  courbes  planes  du  troisième 
degré  (IX,  g(J).  —  Sur  une  série  d'Abel  (X,  67).  —  Sur  les  courbes  planes  du 
sixième  degré  à  neuf  points  doubles  (X,  162). 

Haton  de  la  Goupilliére.  —  Note  sur  la  théorie  des  développoïdes  (V,  ia6). 

Hermary.  —  Solution  simple  d'un  problème  de  Géométrie  descriptive  élémentaire 
(VIT,  i38). 

Hermite.  —  Sur  l'indice  des  fractions  rationnelles  (VII,  128). 

Holst  (Elling).  —  Sur  l'application  d'un   principe  de   la  théorie  des  fonctions  à 
des  recherches  purement  géométriques  (VIII,  02). 

Humbert.  —  Sur  l'équation  hypergéométrique  (VIII,  112).  —  Sur  le  développe- 
ment d'une  fonction  suivant  les  puissances  croissantes  d'un  polynôme  (  VIII,  i2'|  ). 

—  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  classe  de  fonctions  (VIII,  182). 

—  Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des  fractions  continues  algébriques 
(VIII,  191;  IX,  24).  —  Sur  une  formule  de  M.  Hermite  (IX,  42).  —  Sur  la  fonc- 
tion {x  —  i)"  (IX,  56).  —  Sur  les  courbes  de  Clebsch  dont  les  coordonnées 
s'expriment  en  fonction  elliptique  d'un  paramètre  (IX,  166). 

Hugo    (comte   L.)  —  Sur  un  dodécaèdre   antique  conservé  au  Musée  du  Louvre 

(1,33). 
Jordan  (Camille).  —  Sur  la  limite  de  transitivité  des  groupes  non  alternes  (I,  -jo). 

—  Sur  le  mouvement  des  figures  dans  le  plan  et  dans  l'espace  (I,  i44).  — 
Mémoire  sur  les  groupes  primitifs  (I,  175).  —  Questions  de  probabilités  (1,256 
et  281).  —  .Mémoire  sur  une  application  de  la  théorie  des  substitutions  à  l'étude 
des  équations  différentielles  linéaires  (II,  100).  —  Essai  sur  la  Géométrie  à 
n  dimensions  (III,  io3).  -  Sur  une  classe  de  groupes  d'ordre  fini  contenus 
dans  les  groupes  linéaires  (V,  174).  —  Sur  les  conditions  de  convergence  de 
certaines  séries  multiples  (IX,  ii3). 

Jung.  —  Construction  de  la  chaînette  par  points,  et  division  d'un  arc  de  cette 
courbe  en  n  parties  proportionnelles  à  des  segments  donnés  (IV,  ii4)-  —  Sur 
la  construction  de  la  troisième  courbe  représentative  des  poussées  maxima  et 
minima  dans  le  Mémoire  de  M.  Peaucellier  Sur  la  stabilité  des  voûtes  (IV,  i63  ). 

—  Note  relative  à  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur  le  centre  de  gravité  (VII,  i32). 
Kantor  (S.).  —  Sur  les  transformations  linéaires  successives  dans  le  même  espace 

à  /■  dimensions  (VIII,  208). 

Kœhler.  —  Sur  la  construction  des  courbes  du  cinquième  et  du  sixième  ordre  à 
points  multiples  (I,  27).  —  Sur  les  réseaux  de  courbes  planes  (I,  124). 

Laguerre.  —  Sur  la  représentation  sur  un  plan  de  la  surface  du  troisième  ordre 
.|iii  est  la  réciproque  de  la  surface  de  Steiner  (I,  21).  —  Sur  l'application  de  la 
lliéorie  des  formes  binaires  à  la  géométrie  des  courbes  tracées  sur  une  surface 
du  second  ordre  (I,  3i).  —  Sur  les  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  six 
points  donnés  de  l'espace  (I,  71)-  ^  Sur  quelques  théorèmes  d'Arithmétique 
([^  .j^).  _  Sur  la  biquadratique  sphérique  et  sur  la  détermination  du  i)laii 
osculatcur  en  un  point  de  cette  courbe  (T,  loi).  —  Mémoire  sur  la  géométrie 
delà   sphère  (  I,  2 '(ij.    -   Sur    un    genre   particulier    de    surfaces   dont  on    peut 
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intégrer  les  lignes  géodésiques  (I,  281).  —  Sur  différentes  formes  que  l'on  |)eut 
donner  à  l'intégrale  de  l'équation  d'Euler  (III,  loi).  —  Sur  les  polaires  d'une 
droite  relativement  aux  courbes  et  aux  surfaces  algébriques  (III,  174)-  —  Sur 
tes  courbes  du  troisième  ordre  (IV,  iio).  —  Sur  les  courbes  gauches  et  sur  la 
valeur  de  la  torsion  en  un  point  d'une  ligne  géodésique  tracée  sur  une  surface 
du  second  ordre  (IV,  160).  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second 
ordre  (V,  2/1).  —  Sur  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menées  de  ces 
deux  points  à  deux  courbes  planes  soient  égales  entre  elles  (V,  25).  —  Sur  un 
problème  d'Algèbi-e  (V,  26).  —  Recherches  sur  les  normales  que  l'on  peut,  d'un 
point  donné,  mener  à  une  conique  (V,  ^o).  —  Sur  la  partition  des  nombres 
(V,  76).  —  Sur  l'approximation  des  fonctions  d'une  variable  au  moyen  de  frac- 
tions rationnelles  (V,  78).  —  Sur  quelques  théorèmes  de  Joachimsthal  (V,  92;. 

f  i_\ 
—  Sur  le  développement  en  fraction  continue  de  e  ^^'^  (V,  gS).  —  Sur  les 

courbes  unicursales  de  troisième  classe  (VI,  5|).  —  Sur  la  multiplication  des 
fonctions  elliptiques  (VI,  68).   —    Sur    la    transformation  des   fonctions   ellip- 

cl~  Y       ^  l  dy  \  ^ 
tiques  (VI,  72).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  y  y-^  ^  ^  (  T"  /    ~  V(-^)' 

/étant  un  polynôme  du  second  degré  (VI,  121).  —  Sur  la  recherche  du  facteur 
d'intégrabilité  des  équations  différentielles  du  premier  ordre  (VI,  224).  —  Sui 
certains   réseaux    singuliers  formés  par  des  courbes  planes  (VI,  129).  —  Sur 

l'intégrale    /     z" e     ^      *"*^c/^  (VII,  12).  —  Sur  quelques  propriétés  des  coniques 

/"*  e~'  dx 
homofocales  (VII,  66).  —  Sur  l'intégrale    /       (VII,  72).  —  Sur  quelques 

propriétés  de  l'hypocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement  (VII,  108).  —  Sur 
la  fonction  exponentielle  (VIII,  11).  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues 
d'une  fonction  qui  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  à  coeffi- 
cients  rationnels   (VIII,  21).    —    Remarques    sur    les   équations   différentielles 


linéaires  du  second  ordre  (VIII,  35).  —  Sur  la  fonction  i  — —- j    (VIII,  36).  — 

Sur  la  géométrie  de  direction  (VIII,  196). 

Laisant.  —  Note  sur  la  géométrie  des  quinconces  (VI,  i56).  —  Note  touchant 
deux  théorèmes  de  Lagi'ange  sur  le  centi-e  de  gravité  (VI,  193).  —  Sur  les 
fonctions  i*  et  ( — i)''  (VIII,  log).  —  Sur  certaines  propriétés  des  centres  de 
iiravité  (X,  4o)-  —  Remarques  sur  la  théorie  des  régions  et  des  aspects  (X,  52). 

Laquière.  —  Note  sur  la  géométrie  des  quinconces  (VII,  85).  —  Rectification 
d'une  formule  de  probabilité  (VIII,  74).  —  Note  sur  un  problème  de  probabi- 
lité (VIII,  79).  —  Solutions  régulières  du  problème  d'Euler  sur  la  marche  du 
cavalier  (VIII,  82  et  i32).  —  Note  sur  le  nombre  des  marches  rentrantes  que 
l'on  peut  obtenir  en  i-emplissaut  successivement  les  deux  demi-échiquiers  ayant 
pour  frontière  commune  l'une  des  médianes  de  l'échiquier  total  (IX,  11).  — 
Démonstrations  élémentaires  des  lois  fondamentales  de  la  probabilité  des  écarts 
dans  les  méthodes  expérimentales  (IX,  09).  —  Sur  Je  théorème  de  M.  Laisant 
relatif  à  certaines  propriétés  des  centres  de  gravité  (X,  i3i). 

Laurent.  —  Sur  la  théorie  des  roulettes  gauches  (II,  84). 

Léauté.  —  Note  sur  le  tracé  des  engrenages  par  arcs  de  cercle;  perfectionnement 
(\e  la  méthode  de  Willis  (IV,  99).  —  Note  sur  un  théorème  relatif  au  déplace- 
ment dune  figure  plane  dans  son  plan  (VI,  170).  —  Note  sur  le  calcul  approché 
par  la  méthode  de  Poncelet  des  radicaux  de  la   forme  ^x'—y-  (VIII,  106).  — 
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Remarque  sur  le  frolLeinenl  d'une   corde  sur   un   cjlindrc    lorsque  lous  deux 
tournent  avec  une  grande  vitesse  (I\,  4*5)- 
Lemoine  (Emile).  —  Sur  une  question  de  probabilités  (I,  89 ). 
Lemonnier.  —  Alémoire  sur  la  transformation  des  formes  quadratiques  (III,  4^)- 
—  Sur  des  fonctions  analogues  à  celles  de  Sturm  (VI,  149).  —  Sur  la  résolution 
de  trois  équations  du  second  degré  en  x,  y,  z  (VII,  16).  —  Calcul  d'un  déter- 
minant (VII,  175).  —  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  à  n  variables  indépendantes  (X,  223). 
Le  Paige.  —    Note  sur  les  déterminants  bordés  (VIII,  128).  —  Sur  la  règle  de 

multiplication  des  déterminants  (IX,  67). 
Liguine.  —  Sur  le  lieu  des  points  d'un  système  invariable,  mobile  d'une  manière 
générale  dans  l'espace,  dont  les  accélérations  du  premier  ordre  sont  constantes 
(I,    loi).    —    Note   historique    sur   le    problème    des    engrenages    cylindriques 
([,  25 r). 
Lindemann.  —    Sur  une   représentation    géométrique  des  covariants  des  formes 
binaires  (V,  ii3,  et  VI,  igS).  —  Sur  les  courbes  d'un  système  linéaire  trois  fois 
infini,  qui  touchent  une  courbe  algébrique  donnée  par  un  contact  du  troisième 
ordre  (X,  21). 
Lucas  (Edouard).  —  Formules  fondamentales  de  géométrie  tricirculaire  et  tétra- 
sphérique  (V,  i36).  —  Sur  les  développements  en  séries  des  irrationnelles  du 
second  degré  et  de  leurs  logarithmes  népériens  (V,  178).  —  Théorème  sur  la 
géométrie  des  quinconces  (VI,  9).  —  Sur  les  congruences  des  nombres  eulériens 
et  des  coefficients  différentiels  des  fonctions  trigonométriques,  suivant  un  mo- 
dule premier  (VI,  49).  —  Sur  les  développements  en  séries  (VI,  57).  —  Sur  les 
suites    de  Farey  (VI,  118).  —  Sur  les   nouvelles   formules  de    MM.    Seidel  et 
Stern,  concernant  les  nombres  de  Bernoulli  (VIII,  169).  —Théorèmes  généraux 
sur   l'impossibilité  des  équations    cubiques    indéterminées  (VIII,  173).  —   Sur 
l'extension  du  théorème  de  Descaries  (VIII,  187). 
Mannheim.  —  Sur  les  trajectoires  des  points  d'une  droite   mobile  dans  l'espace 
(I,  106).  —  Construire  la  sphère  osculatrice  en  un  point  de  la  courbe  d'inter- 
section de  deux  surfaces  données  (II,  i4o).  —  Nouvelles  propriétés  de  quelques 
courbes  (IV,  i58).  —  Sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  principaux 
sont  fonctions  l'un    de  l'autre  (V,  i63).  -    Sur   le    paraboloïde    des  normales 
d'une  surface  réglée  (V,  190).  —  Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  relatif 
au  déplacement  infiniment  petit  d'un  dièdre,  et  nouvelle  application  de  ce  théo- 
rème (VI,  5).  —  Démonstrations  géométriques  d'un  théorème  relatif  aux  sur- 
faces réglées  (VI,  7). 
Mathieu  (Emile).   —  Mémoire   sur   la    théorie    des    dérivées    principales  et  son 

application  à  la  Mécanique  analytique  (I,  107). 
Pellet.  —  Sur  les  résidus  cubiques  et  biquadratiques,  suivant  un  module  premier 

(\,  157). 
Perott.  —  Sur  un  théorème  de  Gauss  (X,  87).  —  Sur  la  recherche  des  diviseurs 

(les  fonctions  entières  (X,  aoo). 
Perrin.  —  Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle  (IV,  85).  —  Note  sur  une 
formule  de  sommation  applicable  à  une  classe  de  séries  (V,  47)-   —  ^"r  ""^ 
relation  remarquable  entre  quelques-unes  des  singularités  réelles  des  courbes 
algébriques  planes   (VI,  84).  —  Sur  le  problème  des  aspects  (X,  io3).  —  Sur 
une  nouvelle  méthode  de  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré,  et  son 
application  à  quelques  équations  de  degrés  supérieurs  (X,  iSg). 
Picard.    -    Sur  une  fiasse  de  fond  ions  non  uniformes  (VII,   102). 
Picquet.  Sur    les    courbes    -auclio    algébriiiues;    surface    engendrée    par    les 
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S(''canlf's  liiples;  nombre  tles  sécantes  quadruples  (I,  -jGo).  —  Sur  une  surfare 
rcmari[ual>le  du  liuilièinc  degré  (IV,  .'|5  ).  —  Sur  un  nouveau  mode  de  généra- 
tion des  surfaces  du  troisième  degré  (IV,  128).  —  Des  sections  paraboliques  et 
équilatères  dans  les  surfaces  du  troisième  degré  (IV,  i53).  —  Rectification 
(IV,  i56).  —  Détermination  de  la  classe  de  la  courbe  enveloppe  des  axes  des 
coniques,  perspectives  sur  un  jdan  vertical  de  cercles  de  rayons  égaux  situés 
dans  un  plan  vertical  et  dont  les  centres  sont  sur  une  horizontale.  Construction 
des  axes  de  ces  courbes  (VI,  82). 

Pistoye  (de).  —  Sur  les  sections  planes  des  cônes  circulaires  obliques  (I,  117). 

Polignac  (prince  C.  de).  —  Sur  une  propriété  du  polynôme  {x'-  —  i)"  (III,  19). 

—  Note  sur  les  substitutions  linéaires  (IV,  120).  —  Sur  les  substitutions 
linéaires  (V,  69).  —  Représentation  graphicjue  de  la  résolution  en  nombres 
entiers  de  l'équation  indéterminée  ax-\-by-=c  (VI,  i58).  —  Formules  et 
considérations  diverses  se  rapportant  à  la  théorie  des  ramifications  (VIII,  120, 
et  I\,  3o).  —  Note  sur  la  maiclic  du  cavalier  dans  un  échiquier  (I\,  17).  — 
Sur  la  représentation  analytique  des  substitutions  (I\,  69). 

Resal.  —  Sur  un  théorème  de  Poncelet  et  sa  généralisation  par  M.  Horvarth  (  I,  i55  ). 

Rodet.  —  Sur  un  manuel  du  calculateur  découvert  dans  un  papyrus  égyptien 
(VI,  i3()).  —  Sur  une  méthode  d'approximation  des  racines  carrées,  connue 
dans  l'Inde,  antérieurement  à  la  conquête  d'Alexandre  (VII,  98).  —  Sur  les 
méthodes  d'approximation  chez  les  anciens  (VII,  1.59).  —  Sur  un  procédé 
ancien  pour  la  solution  en  nombres  entiers  de  récpiation  indéterminée 
ax  -\-  by  ^^  c  (VII,  171).  —  Le  souan-pan  des  Chinois  et  la  lianque  des  Argen- 
tiers (VIII,  i58). 

Saint-Germain  (de).  —  Sur  la  résolvante  de  deux  équations  du  second  degré 
(I,  i'|2).  —  Sur  la  durée  des  oscillations  du  pendule  composé  (II,  54).  —  Du 
facteur  constant  dans  l'expression  de  ^(x)  en  produit  illimiU'  (II,  62).  —  Sur 
la  courbure  des  surfaces  de  carène  (III,  37). 

Saltel.  —  Sur  la  détermination  des  caractéristiques  dans  les  courbes  de  degré 
supérieur  (II,  62).  —  Sur  le  plan  osculateur  et  sur  la  sphère  osculatrice 
(II,  6')).  —  Sur  la  génération  des  cycliques  et  cyclidcs  (III,  90).  —  Seconde 
Note  sur  la  génération  des  cycliques  (III,  99).  —  Sur  les  foyers  des  cycliques 
(III,  100). 

Sancery.  —  Delà  répartition  des  nombres  entre  les  diviseurs  de  9 (M),  lorsque 
M  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair,  ou  le  double  d'une  telle 
puissance  (IV,  17). 

Schlegel.  —  Quelques  théorèmes  de  géométrie  à  n  dimensions  (X,  172).  —  Sur 
le  théorème  de  M.  Laisant  relatif  aux  centres  de  gravité  (X,  220). 

Schoute.  —  Deux  théorèmes  relatifs  aux  centres  des  courbes  algébriques  (X,  219). 

—  Sur  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui  ont  un  contact  du 
troisième  ordre  avec  une  parabole  donnée  (X,  222). 

Schubert.  —  Réponse  aux  observations  de  M.  Halphen  sur  la  théorie  des  carac- 
téiistiques  (VIII,  60).  —  Note  sur  l'évaluation  du  nombre  des  coniques  faisant 
|)arlie  d'un  système  et  satisfaisant  à  une  condition  simple  (VIII,  61). 

Selivanoff.  —  Sur  les  intégrales  uniformément  convergentes  (X,  i'(7). 

Sonine.  —  Note  sur  une  formule  de  Gauss  (IX,  162). 

Stephanos.  —  Sur  une  propriété  remarquable  des  nond>ir's  inromiiiensurubles 
(VII,  81).  —  Sur  certaines  directions  transversales  des  courbes  algébri(|ues  <[ui 
correspondent  aux  axes  des  coniques  (IX,  '19).  —  Sur  la  relation  qui  existe 
entre  le  problrme  de  la  Trigonométrie  sphéiique  et  la  tliéorie  du  système  de 
trois  formes  cjuadratiques  binaires  (X,  i34). 


—  2i)î)  — 

Tchebychef.  —  Sur  la  limite  du  degré  de  la  fonction  entière  qui  satisfait  à  ccr- 
liiines  conditions  (III,  io3).  —  Sur  la  résultante  de  deux  f(jrces  a|ipli(ju(''es  à  un 
seul  point  (VU,  i88). 

Tiirquan.  —  Sur  l'intégration  de  (piflques  équations  dinércntiellcs  (III,  'jo). 

Weill.  —  Énoncé  d'un  théorème  d'Arithinctique  (IX,  172).  —  Sur  un  triangle 
dont  les  côtés  sont  exprimés  par  des  nombres  entiers,  premiers  entre  eux,  et 
dans  lequel  le  rapport  de  deux  angles  est  un  nombre  entier  (X,  55).  —  Sur  les 
polygones  dont  les  côtés  sont  tangents  à  une  courbe  et  dont  tous  les  sommets 
sont  sur  la  courbe  (X,  127).  —  Sur  le  centre  des  moyennes  dislances  des  points 
d'une  courbe  unicursale  (X,  iS^  ). 

Weyr  (Emile).  —  Quelques  théorèmes  nouveaux  sur  la  lemniscale  (I,  18). 

Worms  de  Romilly.  —  Note  sur  certaines  équations  dilTi'rcntielIn';  obionuos  par 
l'élimination  de  (Ieu\  fonctions  arbili-ain-s  (\  111,  ()\  ). 


FIN    DES    TABLES    DE    L\    PREMIERE    SERIE. 
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ACIlAltn,  (lirecliMir-:i(ljoiiil  do  la  dompiigtiii»  (l'assuriiiicos  sm-  la  vie  la   Foncière,   riio 

(le  Ciuihrol,  /ji,  à  Paris. 
AMIGIJËS,    proi't'ssniir  de  Malhéinatiqiios  spéciales   au  lycée,    boulevard  du  Musée,  6<j> 

à  Marseille. 
A\'DItE  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  2.'),  à  Paris. 

AOIST  (l'abbé),  professeur  à  la  Faculté  des  sciences,  rue  Espérandieu,  ly,  à  Marseille. 
APPELIi,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  Soufllot,  22,  à  Paris. 
AftXAID,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  5,  rue  Corneille. 
AliO\  (Henri),  bantiuier,  rue  de  Grammont,  l'i,  à  Paris. 

ASTOR,  charjjé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Bonne,  à  Grenoble. 
AIBEIIT,  élève-ingénieur  des  Mines,  rue  de  Grenelle,  (j6,  à  Paris. 
AirrOX\E,  inî;éuieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Lvoii. 
BE.VOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelet,  3,  à  Chalon-sui-Saone  (Saône- 

et-Loire),  S.  P. 
BEItDEliLÉ,  ancien  garde  général  des  forets,  h  Rioz  (Haute-Saône). 
BERE,  ingénieur  des  manufactures  de  l'Etat,  à  Lille. 

BERTRAMl  (Joseph),  secret,  jierp.  de  l'Académie  des  Snienc(;s,  rue  d(î  Seine,  (i,  à  Paris. 
BISClilIFFSIIEIM,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

B!E\'AVME  (Arthur), ingénieur  de  la  Marine,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 
BIEXAï.MÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

B0\C01IPAGNI  (le  prince  Balthasar),  place  Colonna,  palais  Piombino.  à  Romii. 
BO.WET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  i4,  à  Paris. 
BORfillARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Rerlin  (décédé),  S.  P. 
BOUCHER,  ancien  directeur  de  l'École    préparatoire    des  Sciences    et   Lettres,  rue  du 

Pin,  9,  h  Angers. 
BOULAXGER,  professeur  de  Mathématiques,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
BRAllT  (A.),  négociant  à  Pons  (Charente-Inférieure). 
BliEMARD,  architecte,  boulevard  Malesherbes,  16,  à  Paris. 
BRÈSARD,  piofesseiir  au  lycée  Foiitanes,  rue  Vézelay,  3,  à  Paris. 
BRIOSCHI,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan  (Italie). 
BRISSE   (Ch.),    répétiteur  à  l'École   Polytechnique,    rue    de  Becon ,   jj,  à   ('oiirbevoie 

(Seine). 
liROIlARII,  capitaine  à  l'École  régimentaire  du  Génie  (!e  Montpellier,  S.  P. 
(lAROX,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  82,  à  Paris. 
C.ASEV  (John),  professeur  à  l'Université  catholique  de  Dublin,  Stephens  Green,  S;^- 
CATALAN,  professeur  à  l'Université,  à  Liège  (Belgique). 
CIIASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

CHE)1I\,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Rennes,  ^3,  à  Paris. 
CIVIAIiE,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 
CliAVEUX,  intendant  divisionnaire,  avenue  de  Clichy,  52,  à  Paris. 
CLAIJI»E-EA1'0NTAI\E,  banquier,  rue  de  Trévise,  32,  à"  Paris,  S.  P. 
COLLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

COLLIfiXOX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  28,  à  Pari>^. 
COMBEROl'SSE  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Blanche,  45,  à  Paris. 
COl'IiCELLES,   professeur   de  Mathématiques    spéciales  au    lycée    Saint-Louis,   rue   de 

Rennes,  C8,  à  Paris. 
CRAKi  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  Baltimore  (Maryland). 
CRE)10\A,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome. 
CRETIX,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,   107,  à  Paris. 
DARBOUX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre  de  l'Institut,  rue  Gay-Lussac, 

3f),  ;>  Paris. 
OAVTD,    lieutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite,  place  de  l'École  d'Artillerie,  /J2,  à 

Toulouse. 
OEFl'ORdES,  capitaine  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  du  Ministre  de  la  Guerre,  rue 

de  Grenelle  Saint-Germain,  j23,à  Paris. 
BELAiXXOY,  sous-intendant  militaire,  à  Orléans. 
0]';RIJ\To,  docteur  es  sciences,  hôtel  du  Sénat,  rue  de  Touinon,  7,  à  Paris. 
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DEWlil.F,  lieiileiinnt-colonel,  clicf  du  Génie,  à  Montficllii'r. 

IIOSTOR,  (loctoiir  es  sci(Wices,  rue  de  Rennes,   i  ■>  i ,  à  Paris. 

DKEYKIS  (Ferdinand),  puhlleislc,  rue  de  l'Université,  20,  à  Paris. 

DliltItAiVDË,  professeur  à  la  Facullédes  Sciences,  à  Poitiers. 

ESCAHV,  professeur  au  Prytauée  militaire,  à  la  Flèche  (Sarthe). 

KABKE,  ancien  élève  de  l'Iicole  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  26,  à  Paris. 

FLElIlEll),  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Flandre,  81,  à  Paris. 

FLOQIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jeanne-d'Arc,  9,  à  Nancy. 

FLYE  SAL\TE-M\KIE,  répétiteur  h  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommerard,  12,  h  Paris. 

FONTES,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  l\Iont-de-Marsan. 

FOURET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Wasliiiigtou,  16,  à  Paris. 

(J4RIEL,   ingénieur  des   Ponts   et   Chaussées,    agrégé   de    la   Faculté  de  Médecine,  rue 
Jouffroy,  39,  à  Paris-Batignolles, 

GAIITIIIEU-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

GE\Or.(llll,  professeur  à  l'Université,  rue  du  Pu,  38.  à  Turin  (Iialie). 

CEiN'TY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran. 

CERO\0,  rue  Halle,  ^o  et  .'\2,  à  Paris. 

GIROI)  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  quai  d'Orsay.  63,  à  Paris. 

COFF ART,  boulevard  des  lîatignolles,  84,  a  Paris. 

(iOl'RSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Riguepels,  22,  à  Toulouse. 

GltAI\U011GE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (  Belgique). 

GRl'EV,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon. 

GlICCIA  (Jean),  via  Ruggiero  Settinio,  aS,  à  Païenne  (Sicile). 

GUELOT,  lieutenant-colonel  au  1 18'=  régiment  d'infanterie,  à 

Gl.VTlIER  (  D"'  Sigismond),  député  au  Reichstag  allemand,  à  Ansbach  (Bavière). 

IIAAG,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Cliardin.  1,  à  Paris. 

HAltlCII,  directeur  de  l'FlcoIe  des  Mines,  a  Lima  (Pérou). 

liALPIIE\,  lépéliteur  à  l'École  Polytechnique,  rue   Gounod,  8,  à  Paris,  S.  P. 

UATO.\  DE  LA  GOIJI'ILLIÈUE,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  avenue  du 
Trocadéro,  9,  à  Paris,  S.  P. 

UATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

1IE\RI0T,  ingénieur  des  Mines,  à  Charleville  (Ardennes). 

IIEiVRY,  ingénieur  eu  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (Ardèche). 

UEARY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Berthollet,  22,  à  Paris. 

UERMARY,  chef  d'escadrons  au  i^''  régiment  d'Artillerie,  à  Douai  (Nord). 

IIERMITE,  membre  de  l'Institut,  rue  de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris,  S.  P. 

UILAIRE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arras,  /(,  à  Douai  (Nord). 

HIRST,  Athenœum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

HOLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  '(9,  il  Christiania  (Norvège). 

HOIIBIGAMT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  ii  Paris. 

HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au   Ministère  des  Tiavaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 
i/|,  il  Paris. 

IIIGO.MOT,  capitaine  d'Artillerie  de  la  Marine,  rue  de  l'Arsenal,  11,  il  Paris. 

llU.lIBËliT,  ingénieur  des  Mines,  répétiteur  à  l'École  Polytecluii<{ue,  à  Paris. 

HlYOT,  ingénieur  des  Mines,  rue  du  Cir'que,  10,  à  Paris. 

I.MltER,  repeliteur  à  l'Ecole  Centrale,  boulevard  Beaumarchais,   109,  à  Paris. 

JACQllEli,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  directeur  des   Travaux  publics  a  Saint- 
Denis  (Reunion  ). 

JAM\',  capitaine  au   32"  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 

JAVAIiY,  chef  des  travaux  graphiques  ii   l'École   Polyteclini(|uç,   rue  du    Cardinal-Le- 
moine,  28,  à  Paris. 

JORDA.\,  membi-e  do  l'Institut,  professeur  à  l'Ecole  Polytechnique,  rue  de  Varennes,  :^8, 
il  Paris,  S.   P. 

JOIFFRET,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Palaiseau  (Seinc-et-Oise). 

.lUiXG,  |irofesseur  ii  l'Institut  technique  supérieur,  à  Milan  (Italie). 

KAi\TOU  (S.),  privat-doceut  à  l'Ecole  polytechnique  allemande,  ii  Prague. 

KŒ.MGS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  ii  Hesan(^"on. 
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KOSTE.VEf.  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prajjue  (Hohèmc). 

KOVAliKWSKV  (M"'"  de),  professeur  à  l'Université  de  Stockholm  (Suède). 

kltO\KCIiElt  (D' Léopold),  professeur  à  l'Université,  Bellevuestrasse,  i3,  à  Berlin. 

LACOU,  cliaigé  de  cours  à  la  l'acuité  libre  des  Sciences,  rue  des  Pyramides,  4>  à  Lille. 

LAF1'0\  DE  LADEBAT,  amiral  (décédé),  S.  P. 

LAGUEISRE,  examinateur  d'admission  à  riicole  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel, 
6i,  à  Paris. 

LAISAi\T,  député,  avenue  Victor  Hugo,  8'j  bis,  à  Paris. 

LAQLIERE,  administrateur  attaché  au  service  central  des  Affaires  indigènes,  à  Alger. 

LALTU,  nianu facturier,  à  Thann  (Alsace). 

LAVEISSIERE,  élève  externe  à  l'École  des  Mines,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

LEAllTE,  directeur  des  études  à  l'école  Monge,  i4i,  boulevard  Malesherbes,  à  Paris. 

LEBOM  (Ernest),  professeur  au  lycée  C.harlemagne,  rue  des  Ecoles,  4  bis,  à  Paris 

LECORNll,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Caen 
(Calvados). 

LEFEVRE,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  à  Bar-le-Duc. 

LEiMOI^E,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

LE  PAIGE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  21,  à  Uiège  (Belgique). 

LE  PO\T,  rue  du  Bouloi,  11,  à  Paris. 

LESAGE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  d'Arras,  6,  à  Paris. 

LESPIAILT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LEVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  9,  à  Paris. 

LEVY  (Lucien),  professeur  au  lycée  Louis-Ie-Grand,  boulevard  d'Enfer,  142,  à  Paris. 

LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  boul.  Saint-Germain,  258,  à  Paris. 

LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

LIGl'l\E,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

LIE  (Sophus),  professeur  à  l'Université  de  Christiania. 

LINDEHA\!V,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

L0.\GC11A.MPS  (GoiiiERRE  de),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charle- 
magne, rue  de  l'Estrapade,  i5,  à  Paris. 

LORI\,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  186.  à 
Paris. 

LUCAS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Bellay,  4,  à  Paris. 

MACE  DE  LEPIXAV,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue  de 
rOdéon,  21,  à  Paris. 

MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  117,  à  Paris. 

MALLOIZEL,  rue  de  l'Estrapade,   11,  à  Paris. 

MALMSTÉ\,  conseiller  d'État,  à  Upsal  (Suède). 

MAWIIEni,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe,  1 1,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

MARCHAND,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Poissy,  i3. 

MARSILLY  (  le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre. 

MARTIi\  (Artemas),  maître  ès-arts,  docteur  en  Philosophie,  à  Erié  (Pensylvanie). 

MATIIIEI  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saint-Jean,  22, 
à  Nancy. 

iMERCEREAl',  licencié  ès-sciences,  rue  Gay-Lussac,  38. 

MITTAC-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

MOL'TARD,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Val-de-Grâce,  9,  à  Paris. 

OCAG\E  (d'),  elève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Lille,   i,  à  Paris. 

OnitT)IA\N  (D-^Carl),  rédacteur  du  Jahibuch,  Markgrafenstrasse,  78.  à  Berlin. 

OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  piazza  Statuto,  17,  à  Turin. 

PA\EK  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 

PARAF,  agrégé  des  Sciences  Mathématiques  à  l'École  Normale  supérieure. 

PARMEMIER  (le  général),  membre  du  Comité  des  fortifications,  rue  du  Cirque,  5, 
à  Paris. 

PARRAN,  ingénieur  des  Mines,  avenue  de  l'Opéra,  26,  à  Paris. 

PATLRET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Jacob,  '\f\,  h  Paris. 
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l'AlTOWlER  (l'abbé),  professeur  an  collèp.e  Stanislas. 
PKLLET,  prolesseur  ii  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 
PIÎLLIîTlUvVl,  ingénieur  des  Pouls  et  Chaussées,  à  Conslaiitine  (Algérie). 
PEKCIN,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  l'École  spéciale  militaire,  à  Sainl-Cyr. 
PËKKI\,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  l'Étoile,   17,  au  Mans. 
l'EROTT  (Joseph),  à  Port-Navalo,  par  Ar/.on  (Morbihan),  S.  P. 
PHILIPPOX,  secrétaire  de  la  l'aculte  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 
PlfiAKD  (  Emile),    professeur   suppléant    à    la   Faculté   des   Sciences,  rue    de    la    Sor- 
bonne, 2,  a.  Paris. 
PICQllET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel,  lo.^,  à  Paiis. 
PISTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  20,  à  Versailles. 
POI\CARÉ,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  Conférences  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue 

Gay-Lussac,  66,  à  Paris, 
POKOÔY  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
POLIG.N'AC  (prince  C.  de),  rue  Miroménil,  44.  à  Paris,  S.  P. 
POOSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 

PRICE  (Bartholoméo),  professeur  à  l'Université,  à  Oxford  (Angleterre). 
PUCCIARELLI,  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis. 
Pl'TZ(le    général),  commandant  l'École  d'application    de    l'Artillerie  el  du  Gciiie,  a 

Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
RAUAd,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 
RAFFV,  agrégé-préparaleur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  Denfert-Rochereau,   16, 

à  Paris,  S.  P. 
RANCY^de),    directeur  général   de  la   Compagnie  d'assurances  le  Scleil,  rue  de  Chà- 

teaudun,  44>  ^  Paris. 
REI\ACU  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  4.  à  Paris. 
REY  (Casimir),  professeur  à  l'École  régimentaire  du  Génie,  boulevard  de  la  Reine,  2.5, 

à  Versailles. 
RIBAl'COUR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Aix  (Bouches-du-Rhône). 
RIBOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  i,  à  Dijon. 
RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 
ROLLAAD,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Rennes,  66,  à  Paris 
ROl'AR'T,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  j37,  à  Paris. 
ROl'CHË   (Eugène),  professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission    à  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 
R0USSEL1\,  professeur  au  lycée  Fontanes,  boulevard  Pereire,   124,  à  Paris. 
ROl'X,  architecte,   rue  de  l'Arcade,  2.5,  à  Paris. 

SAINT-PAUL  (Ducip  de),  capitaine  au  36°  régiment  d'Artillerie,  à  Clermont-Ferrand. 
SARRAU,  prof,  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 
SARTIAUX,  ingénieur   des  Ponts  et  Chaussées,  à  la   Compagnie  du    chemin    de    fer  du 

Nord,  à  Paris. 
SCBLE6EL  (D-^  Victor),  à 'W^aren  (Allemagne). 
SCHOUTE,  professeur  à  Groningue  (Hollande). 
SCHUBERT,  professeur,  Stcindam,  8g,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SÉGUY,  rue  Pascal,  3,  à  Paris. 

SELIVANOFF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg. 
Sl.MART,   lieutenant  de  vaisseau,   examinateur  d'admission   à  l'École   navale,    rue  de 

Miroménil,  70,   à  Paris. 
SIMOWET,  chef  d'escadron  d'artillerie,  à  Versailles. 
S0N1\E  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 
STAKKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  rue  Forgowaja,   '19,   à  Oticss.i 

(Russie). 
STEPHA\OS  (D''  Cyparissos),  professeur  à  l'Université  d'Athènes. 
STUDMCkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
SMiOW,  prolesseur  à  l'Univei-sité,  Frederikshald  (Norwège,  S.  V.). 
TAWEUY  (Paul),   in;;énieur   du  service  de  l'expei'lise  à   la  Manufacture   de>    liilincs,  .H 

Paris,  S.  P. 
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TAINIVERY,  sous-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'IIlm,  \h,  à  Paris. 

TARRY  (dastoii),  receveur  des  Contriljulions  diverses,  rue  Ciauzol,  à  Alger. 

TCIIÉRICIIEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg. 

TËItlilKK,  |)roresseur  de  Mathématiques,  rue  Monsicur-lc-Priiice,  i8,  à  Paris. 

TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (Isère). 

TISSKRAIVD,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 

TRASBOT,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Rernoulli,  7. 

TRESCA,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Saumur  (Maine-et-Loire). 

VACQllANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  12,  à  Paris. 

VAXDAME,  lieutenant  d'artillerie,  démissionnaire,  rue  de  la  Vignolie,  18,  Lille. 

VA\ECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

VAZEILLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  2G,  à  Paris. 

VICAIRE,  ingénieur  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

VIELLARD,  manufacturier,  aux  forges  de  Morvillars  (territoire  de  Belfort). 

VOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 

WALCKE\AER,  ingénieur  des  Mines,  à  Pau  (Basses-Pyrénées). 

WEILL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  la  Station,  8  bis,  au  Vésinet  (Seine-et- 

Oise). 
WEYR  (D""  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 
WEYR  (D""  Emile),  professeur  à  l'Université,  Maria-Theresa-Strasse,  10,  à  Obermcid- 

ling,  près  Vienne  (Autriche). 
W'ILSOiV,  député,  au  palais  de  l'Elysée,  à  Paris. 

WOR.IIS  DE  ROJIILLY,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Balzac,  7,  à  Paris. 
ZABOIDSKY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Sainl-Pé- 

tersbouig. 
ZELLER  (Charles),  recteur  du  séminaire,  à  I\Iarkgrœningen  (Wurtemberg). 
ZEUTIIEN,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague. 


SOCIÉTAIRES  PERPÉTUELS. 

BEXOIST,  docteur  en  droit. 

BISCIIOFFSIIEIM,  banquier. 

BIENAYME,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

BORCIIARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé). 

BROCARD,  capitaine  du  Génie. 

CIIASIiES,  memitre  de  l'Institut  (décédé). 

CLAIDE-LAFOIVTAIXE,  banquier. 

GAUTMIEK-VILLAUS,  éditeur. 

UALPIIEX,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 

IIATO\  DE  LA  GOIIPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut. 

HER.MITE,  membre  de  l'Institut. 

llldST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Greenwich. 

JORDA\,  membre  de  l'Institut. 

LAFFON  DE  LAOÉBAT,  amiral  (décédé). 

illAiW'IIEni,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

PEROTT  (Joseph). 

POLIGXAC  (i)rii)ceC.  de). 

SVLOW,  professeur  à  l'Université,  Frederishald. 

TAiWEKY  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État, 

Modifications  survenues  depuis  le  1"  janvier  1884. 

1)1  MISSIONNAIRES. 

PRESLES  (de),  sous-intendanl  militaire. 
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JiOUVEACX    MEMBRES. 


ARIVAUD,  élève-iri[;énieur  des  Ponts  ot  Chaussées. 

CASEY  (John),  professeur  à  l'Université  catholique  de  Dublin. 

CRAIC  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore. 

IIE\R!OT,  ingénieur  des  Mines. 

LIE  fSophus),  professeur  à  l'Université  de  Christiania. 

MAUCIHXD,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

>lEUtEREAl,  licencié  ès-sciences. 

MARTIX  (Artémas),  docteur  en  Philosophie,  à  Erié-Pensylvanie. 

PARAF,  agrégé  de  l'Université. 

PAITOWIER  (l'abbé),  professeur  au  Collège  Stanislas. 

PICCIARELLI,  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis. 

SDlftWET,  chef  d'escadron  d'artillerie. 

TRASROr,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

VAiVDA.)IE,  à  Lille. 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles- 
Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Connecticut  (Etals-Unis  d'Amérique). 

Académie  des  Sciences  de  IMunich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei,  à  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Acta  Mathcmatica  (rédacteur  M.  Mittag-LelTler,  à  Stockholm). 

American  Journal  of  Mathemaclcs,  publié  par  l'Université  de  John  Hopkins,  à  Balti- 
more (rédacteur  M.  Thomas  Craig,  à  Baltimore). 

Aniiali  di  Malematica  (rédacteur  M.  Brioschi,  à  Milan). 

Archiv  for  Mathematik  og  ^ aturvidemkah  (rédacteurs  MM.  S.  Lie  et  W.  Muller,  h 
Christiania). 

Archiv  fur  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  D--  Hoppe,  Lindestrasse,  89,  à  Berlin, 

S.  AV.  ,    . 

Zeitschrift  fiir  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  D--  Oscar  Schlomilch,  a  Dresde;. 

Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  à  Paris. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  (rédacteur  M.  Darboux). 

Casopis  pro  péstovânimathematiky  « /),f/Aj  (rédacteur  M.  Eduard  Weyr,   à   Prague). 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Giornale  di  Matematiche  (rédacteur  M.  Battaglini,  à  Rome). 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres,  à  Milan. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  à  Venise. 

Jahrbuch  ilber  die  Fortschritte  der  Mathematik  (rédacteur  M.  Cari  Olirtmann,  à  Ber- 

'■"0-  ,  .    . 

Jornal   de  Scicucias   matenialicas   c  aslronomicas  (rédacteur   M.   Gomcs  leixeira,   a 

Coimbrc). 
Journal  de  l'Ecole  Polytechnique. 
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Journal  fil r  die  reine  nnd  angewandte  Mathematik,  à  Berlin. 
Mathemtiiische  Annaleii  (rédacteur  M.  Félix  Klein,  à  Leipzif[). 
Matliesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand,  et  Neuberg,  à  Liège). 
Meleorologisclie  Zeilschrift. 
Réunion  des  officiers,  à  Lille. 
Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
Société  philosophique  de  Cambridge. 
Société  Royale  d'Edimbourg. 
Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingfors. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 
Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences,   à   Harlem  (Hollande). 
Société  mathématique  de  Kharkofï  (Russie). 
Société  astronomique  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Londres. 
Société  Royale  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Société  mathématique  d'Odessa  (Russie). 
Société  philomalhique  de  Paris. 
Société  mathématique  de  Prague. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig. 
Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal  (Suède). 
Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 
Université  Royale  de  Pise. 

Tidsshrift  for  Mathematik  (rédacteur  M.  Zeuthen,  à  Copenhague). 
Tijdschrift   voor   Vorvdeer,  rekenkunde    en  de   beginselen   der    Viskunde    (rédacteur 
M.  Versluys,  à  Amsterdam). 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


MÉMOIRES  ET   COMMUNICATIONS. 


Sur  une  méthode  élémentaire  pour  obtenir  les  développements 
en  série  trigonométrique  des  fonctions  elliptiques;  par 
M.  P.  Appell. 

(Séance  du  6  décembre  i884-) 

D'après  les  notations  de  Jacobi,  on  a 

-h  œ 

ces  deux  fonctions  étant  impaires,  on  a,  en  posant 

(2)  A_„  =  A„. 

V^oici   comment    on    peut    déterminer    les  coefficients   A„.   En 
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cliassanl  le  dciioiuiiialciir,  on  dédiiil  de  I  (''(iiial  mii  (  i  )  la  sui\  aille  : 

(3)  ^    cj"'-e"-'^=\(—\)"(j"'-e"-^\\„c"'-. 

00  —  oc  —  X 

Si  Ton  effecLue  le  produit  de  deux  séries  du  second  ineinlire, 
on  doit  obtenir  une  série  identique  au  prenii<'r  membre.  l'-n  éi;a- 
lant  les  coellicieiits  de  ^"•*',  on  obtient  ainsi  r<''(juation 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  de  jj.  et  v 

dont  la  somme  est  n 

;x  -+-  V  =  n  ; 

faisant  donc 
on  a 

[!.  =  -(-  te 

(;.  =  -=<> 

d'où,  en  simplifiant, 

en  vertu  de  la  relation  (2),  cette  équation  peut  s'écrire 

[X  =1 
En  faisant  successivement 

n  =  o,  1,2,  . 


,  ^,    •  ■  •  : 


on  a  ainsi  une   suite  infinie  d'équations   que  doivent  vérifier  les 

coefficients 

^0»  ^ii  Aj,  .... 

On  en  tirera  ces  coefficients  comme  il  suit. 

Considérons  les  équations  du  premier  degré,  déduites  de  l'équa- 
tion 

(6)  (_!)«  =  Ao  4-  ^  i—i)\^(j\>-'\^,(g'-n\i.-^cj--i"V-), 

en  y  faisant  successivement 


—    lo  — 
CCS  cqiialions  |jouiionl  s  "écrire 

(6') 


en  posanl,  [xuir  abréger, 


2  TC  K'  / 


(7) 


et,  si  l'on  veut  les  écrire  en  détail,  on  aura  le  système 

i  =  Ao— 2^A,  H-2^*A2  -H...-i-2(— i)"'7"'' A,„, 

—  I  =  Ao  —  2g  Al  cosu»      +  2<7^A2  COS2C0      -T-. .  .-t-  2( —  ly'q'"'  \„i  cos/noj, 
I  =  Ao  —  2 g  Al  cos2to    -i-  'ifj'*  Ai  cos  {tij      -^. .  .-i-  2( —  i)"'7'"' A„i  cos^mto, 


( —  i)'"  =  Ao  —  2  g  A]  cos  m  w  -f-  2  <7''  A*  cos  2  m  m 


2( —  i)'"  q'"-  A,„  cos  m-  oj. 


Il  est  facile  de  tirer  de  ces  équations  l'expression  d'un  des  coef- 
ficients A,jL  ou  plutôt  2( —  i)!^Ajj/yf^',  [j.  étant  supposé  moindre 
que  m. 

Pour  cela,  je  remarque  que  le  système  plus  général 


(«) 


1  =  A  -hB  +...  +  L, 

cosX  =  Acos2a   -t- Becs  6      -t- . .  . -f- L  cos/, 

COS2X  =  AcOS2a     -1-BCOS26     -i-  .  .  .  -1-  L  COS2 /, 

> 

COS  m  X  =  A  COS  m  «  -i-  B  cos  mh  ^  ...-+-  L  cos  «i  /, 


où  le  nombre  des  lettres  «,  b,  . .  . ,  l  est  égal  au  nombre  (m  -+-  1) 
des  équations,  se  résout  de  la  façon  suivante.  Le  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  A,  B,  .  .  . ,  L  est 


A(a,  b,  ...,  l)  = 


cos a        co 


sb 


cos /«a     cos  ml 


I 

cos/ 

cos  ml 


et   l'on    reconnaît   immédiatement  (*)  que   ce   déterminant    peut 

s'écrire 

\(a,  b,  .  .  .,  l)  —  P.n(cos«  —  cos 6), 


(')  Ce  déterminant,  avec  d'autres  plus  généraux,  a  été  développe  par  M.  Fouret 
(Comptes  rendus  de  rAcadémie  des  Sciences,  2  décembre  iScS^  ). 


-  Ifi  - 

où  V  est  une  conslanle  numérique  cl  où  le  pruduil  II  ol  cIiimIn 
à  toutes  les  difterences  des  quantités 

cosor,  cos6,    .  .  . ,  cos/, 
prises  deux  à  deux. 

D'après  cela,  la  valeur  de  A,  tirée  des  équations  (8),  est 

A(X,6,c,  ...,  /) 

j\  ^^    — : z—  } 

^(a,b.  c,  ...,  l) 
c'est-à-dire 

.  _  (cosX  —  cos6)(cosX  —  cosc)  .  . .  (cosÀ  —  cos/)_ 
(cos a  —  cos6)(cosa  —  cosc)  . .  .  (cosa  —  cos/)' 

en  faisant  une  permutation  de  lettres,  on  déduira  de  là  les  valeurs 
de  B,  C,  .  .  . ,  L. 

Remarquons  maintenant  que  les  équations  (8)  se  réduisent  à  (7), 
si  l'on  fait,  dans  (8), 

A  =  Ao,     B  =  — ?,A,9,.  G  =  aA,^*,      ...,     L  =  (— ij'« A^^^r'^^ 
X  ^  7: ,     a  =  o,     b  =  M,     c  =:  2  0),      ,  ,  ,,     l  =  moi. 

On  aura  donc  le   coefficient  Aq,  en   faisant   ces   substitutions 
dans  la  formule  (9),  ce  qui  donne 

(  I -+- cos  w  )  (  I -I- cos  2  o)  )  .  . .  (  I -i- cos  m  10  ) 

(10)  Ao  =    , -7 r 7 r> 

( —  I  -1-  cosw)( —  I  -I-  C0S2W)  .  .  .  (  —  I  -f-  cosm(ji) 

puis  faisant  croître  m  indéfiniment.  D'une  façon  générale,  on  aura 
le  coefficient 

en  faisant,  dans  (9), 

X   =  TT.        a  =   [X(>l. 

b,  c^  .  .  . ,  l  ayant  les  valeurs 

o,   co,   2W,    ...,  (p.  —  i)t».   ([j.  +  i)oj,    ,..,   m  10. 
On  a  ainsi 

2(1  -hcosw)(i  -+•  cos2w) .  . ,  [i  -h  cos(  [J.  —  i)a)  ]  [  1  -)-  cos  lA-f-  i)co]  .  .  .  (i  -1-  cos/nto) 

(  I COS[xa))(COStO  —  cos  JJIW).,.  [C0S(  |Jl—  l)tO  —  cos  fJLlo]  [cOS([JI.-M  )tO cos  IJLC0]...(C0S  WtO  —  COS[J.(.J 

Changeons  les  signes  des  ^  premiers  facteurs  du  dénominateur,  ce 
qui  revient  à  multiplier  les   deux  membres   par  ( — i)H-,    on   peut 
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V  r;  [J.  -  I  V  =  m 

COSVOJ  -+-  I 


„   .  I  XI  COSVOJ-i-1  TT 

(cos;ji(o        n     AXcosato  —  cosvoj     lA 


COSVW  —  COS  [JLW 
V  -  1  V  =  [JH-  1 


Ces  deux  produits  qui  figurent  dans  cette  expression  se  transfor- 
ment ainsi  qu'il  suit.  On  a  identiquement 


COS  VOJ  -+-  I 


cos|xco  —  cosvto         q-\'-^  q^^V-  —  ^^^  —  q-'-"' 


'  (  I      -  «72iJ.+  2V^(^,  „_  fji]J.     2-/1' 

d'après  cela,  on  a 

V  =  a  —  1  V  =  [j,  —  1 

{\^q^''f 


ncosvo>  -!- 1  ,      ,,    TX 
=  qV-^V--^'     I    I     T- 
cos;j.(o — cosvto  JLJL    (l- 


(l—  72!i,+  2v,(i  _  «2[l-2V^' 
V  =  )  V  =  1 

et,  si  l'on  remarque  que  v,  variant  de  i  à  jji  —  i  ,  la  différence 
[ji  — V  varie  également  de  i  à  y.  —  i,  et  la  somme  [j.  +  v  de  [jl  +  i 
à  2  [JL  —  I ,  on  peut  écrire 

V  =  (A  —  1 
COS  !Jl(0  COSVOJ  V_2[X-I 


JJ   fi-7"') 


V  =1 


De  même,  le  second  ])roduit  peut  s'écrire,  en  vertu  de  l'identité 

COSVOJ  +1  (1-4-  q^''  )'■ 

COSVOJ  —  COS  [J.OJ    ~"    (  I  —  ^2V-2[1)(,  _g,2V-H2(J.j' 


n 


V  =  m 

COSVOJ  -t-  I  V  =  jJ.-1-l 


COSVOJ  —  COS  [J.OJ  '  ~  m 

''  =  ^•  +  1  II       ,,  _  ^2V-2(J.  ,(,_,y2v+2^,, 

V  =  [J.  -t-  1 

et,  si  l'on  remarque  qu'au  dénominateur  la  différence  (v  —  pi)  varie 

de  I  à  (m  —  [x),  et  la  somme  (v  H-  iji)  de  (aui  -h  i)  à  (m  -\-  ijl  ),  on 
peut  écrire 

V  =  m 

ncosvtuH-i  I  —  (/'M-"-  y  =  \i 

COSVOJ  —  cos|AOj  ~  (  [  --r/^u-  >'-  ''  =  '«  - 1^  ''  =  '«+ M-  ' 

-^-'  H     (i-y-,     Il      C-^-; 

V  =  1  V  =  2  (J. 

MM.  ■.^ 
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l'cmplaciiiil,   dans  rexprc^ssion  (ii),  en  rcmarcjiianl  ((iie 

I  —  q'*V-     _  I  —  ^2(j. 

(l-4-gr2!i)2   —    I-i-^2|X, 

el  que 

!  2<72|X 


1  —  COS  IXOJ  (  I  —  cj-V-)' 

on  a   cntin 


V  =  1  V  -  I 

Telle  est  la  valeur  que  l'^n  tire  pour  A[j.  des  {m  —  i)  équations  (-); 
pour  avoir  le  coefficient  A|j.  du  développement  cherché,  il  faut  faire 
croître  m  indéfiniment.  On  a  donc,  en  posant 


<^=n;7 


Ki^q--')- 


q 


>V  |- 


d'ailleurs  l'expression  (lo)  de  Ao  donne  immédiatement  Ao  =  Q. 
On  obtient  ainsi  le  développement  bien  connu 

I  -r-  4      >      ~ —     COS  ■!— ^ 

IJ.  =  1 

D'après  les  formules  indiquées  dans  le  Trailé  des  Fonctions 
elliptiques  de  MAI.  Briot  et  Bouquet  (p.  479)5  ^^  ^ 


La  comparaison  entre  ce  développement  et  celui  que  nous  venons 
d'établir  donne 

ce  (pli  est  d'accord  avec  des  formules  bien  connues,  dues  à  Jacobi. 


—  H)  — 


lî('unir(/i(('s   sur  l'emploi  tic    Ut   inrlltorli'  i>i('crdeiUe , 
par  AI.    n.    PoiivcAiiÉ. 

(Séance  du  20  iléccinhrc  l'^'^'i.) 

Dans  la  méthode  élémentaire  que  vient  d'inlroduire  M.  Appell 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  dont  l'importance 
n'échappera  à  personne,  ce  savant  géomètre  a  été  conduit  à  envi- 
sager une  infinité  d'équations  linéaires  contenant  une  infinité 
d'inconnues.  Comme  des  équations  de  même  forme  peuvent  se 
rencontrer  dans  d'autres  problèmes,  il  importe  de  rechercher  dans 
quels  cas  on  peut  légitimement  employer  la  méthode  qui  a  réussi 
à  M.  Appell,  c'est-à-dire  prendre  m  des  équations  proposées,  n'y 
conserver  que  les  m  premières  inconnues  en  y  supprimant  tous 
les  termes  qui  dépendent  des  autres  inconnues;  calculer  les  valeurs 
des  inconnues  conservées,  et  enfin  faire  croître  le  nombre  m  ind<''- 
Tmiment. 

J'envisagerai  d'abord  une  série  indéfinie  de  nombres 

(II.  a.2,   .. .,  a,i,    .... 

tels  que 

I  (7,44-1 1  >  I  of/j  |,     lim  I  a„  I  =  co      pour  n  =  00  . 

Je  chercherai  ensuite  à  déterminer  une  autre  série  de  nombres 

A],  Aj,   ....  A„,   . . ., 
tels  que  les  séries 

Airt;'^A,a^'+...^  A„<-^... 

(où  l'on  fait  successivement  /?  =  o,  i ,  2,  . . . ,  ad  inf.)  soient  toutes 
absolument  convergentes  et  aient  pour  somme  o.  J'ai  ainsi,  pour 
déterminer  les  quantités  A,  une  infinité  d'équations  homogènes  et 
linéaires 

(i)  ^A„a;^=o     (/)  =  p,  I,  2,  . .  ..  ad  inf.). 

n  =  1 

Formons  la  fonction  entière  F(.r),  qui  admet  pour  zéros  les 
nombres  a,,  o,.  ...,r/„,  ....  Nous  la  supposerons  de  genre  o,  de 


-  i»()  - 

telle  sorle  (iiie 


Soient    Ci,  Co,  ...,  C«,  ...    une  infinité   de  cercles  ayant  pour 
centre  l'origine,   et   tels  que   le  rayon  de  C«  soit  compris  entre 

!  '^'ii  I  el  I  <"///+!  I-  Soit  3/if,  l'intégrale 


/ 


ccf  dx 


prise  le  long  du  cercle  Cw  Supposons  que  ^„p  tende  vers  o,  quel 
que  soit p,  toutes  les  fois  que  n  croît  indéfiniment. 

Soit  A/  le  résidu  de  ^r- —  pour  x  =  f//.  Il  est  clair  que  l'hypc- 

thèse  précédente  peut  s'écrire 

2A,-af  =  o, 

de  sorte  que  les  A,  nous  donnent  une  solution  des  équations  (i). 
Cette  solution  s'écrit  * 

A,= 


(-f)(-|)-(-S)- 

et  elle  est  bien  celle  à  laquelle  conduirait  la  méthode  de  M.  Appell. 

Mais  cette  solution  n'est  pas  unique.  Il  est  clair,  en  effet,  que 
les  quantités  A/ ("//,  A^rtj,  ...  satisferont  également  aux  équations (i). 

Plus  généralement,  soit 

S;,  =  2lA„«,';i; 

S^  est  finie,  puisque  nos  séries  sont  supposées  absolument  con- 
vergentes. 
Soient 

Ay.    Al,    k-i Ap,     .  .  . 

des  nombres  tels  que  la  série 

XoSo  -4-  ÀjSiH-  À,  s.,  -H.  .  .-4-  X/,S,,  -f-.  .  . 

soit  absolument  convergente. 
Alors  les  quantités 

A/(Ào  -r-  Ài«/  -+-  l^af  -(-...) 
satisferont  aux  équations  (i),  comme  les  quantités  A/  elles-mêmes. 


—  il  - 

Si  Ion  se  propose  de  trouver  la  solution  la  plus  générale  de  ces 
équations  (i),  on  rencontre  de  grandes  difficultés.  Voici,  toutefois, 
une  remarque  qu'il  est  aisé  de  faire. 

Soit 

Ai,  A.2,    . .  .,  A„,    ... 

une  solution  quelconque  des  équations  (i).  La  série 
Al  A  2  A«      ^^ 

sera  absolument  convergente  et  représentera  une  fonction  méro- 
morphe  qu'on  pourra  écrire  sous  la  forme  du  quotient  de  deux 
fonctions  entières 

\\x) 

Alors  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  que  la  fonction  'Kx) 
devra  remplir,  sera  la  suivante  : 


L'intégrale 


/ 


'\{x^ XI'  dx 
F(.r)       ' 


prise  le  long  de  C^,  devra  tendre  vers  zéro,  quel  que  soit/»,  quand 
n  croîtra  indéfiniment. 

On  voit,  par  cette  seule  remarque,  que  les  conditions  imposées 
par  les  équations  (i)  aux  quantités  A  sont  plutôt,  pour  ainsi  dire, 
des  conditions  d'inégalité  que  des  conditions  d'égalité. 

Si,  de  même,  on  considère  une  double  infinité  de  nombres 
donnés 

^lOj     ^20î      •  •  •  )     ^hOj     •  •  •  7 

an,  ^21,    ..  .,   a,,|,    ..  ., 


puis  qu'on  cherche  à  déterminer  les  quantités  A,  de  laçon  à  satis- 
faire aux  équations 

(ibis)  %    A„a.,p  =  o    (/?  =  o,  i,  2,  .  . . ,  ad  inf.), 


n  =  1 


on   envisagera  une  infinité  de   nombres  choisis  d'une  (acon  quel- 


concpie 

a,.    «2.    •  •  ••   f^ii: 


—  SS- 
CI l'on  formera  la  l'onction  entière  i'(j^),  qui  admet  ces  nombres 
pour  zéros.  On  pourra  évidemment  toujours  s'arranger  pour  que 
cette  l'onction  entière  soit  de  genre  o. 

On  pourra  ensuite  toujours  trouver  une  infinité  de  fonctions 
entières 

Oo(./-),  0i(a7),  e2(^'))    •••>  ^/>i^)>   •••' 

satisfaisant  aux  conditions 

Cela  posé,  on  obtiendra  la  solution  générale  des  équations  (i  bis), 
en  cherchant  toutes  les  fonctions  entières  'i'{x),  telles  que 

hin       /   i^ — ^',    ,  prise  le  Ions  tie  G„    =  o     pour  fi  =  x> , 

quel  que  soit  p.  • 

Les  résidus   de  la  fonction  ^. —  seront  alors   les  quantités  A 

F{x-) 

cherchées. 

Ces  considérations  sommaires  montrent  que  la  solution  obtenue 
par  la  méthode  de  M.  Appell  n'est  pas  unique;  il  y  a  même  des 
cas  où  elle  n'existe  pas. 

Il  ne  suffit  pas,  en  effet,  que  la  fonction  F  (a)  soit  de  genre  o 
pour  que  cette  solution  convienne.  Ainsi  revenons  aux  équations 

(i)  SA,,a^î  =  o, 

en  faisant 

de  telle  sorte  que 


¥(x)  =  cos  \/. 


soit  de  genre  o. 


Je  dis  que  les  résidus  de  la  fonction  ^^. —  ne  nous  donnent  pas 

i  t {X)  ^ 

une  solution    des   équations   (i).    En  effet,  si  l'on   appelle  A„  le 
f^vme  l'ésidu,  on  trouve 


■i\/  a,i  .    . 

A„  = ,—  =  =:(-2n  —  i)T,, 

sin  yc 


et  la  série,^SA,;  n'est  pas  convergente. 

Je  me  réserve  de  revenir  plus  tard  sur  ces  importantes  questions, 
que  je  ne  fais  ici  qu'effleurer,  et  j'ai  hâte  d'arriver  à  des  équations 
se  rapprochant  davantage  de  celles  qui  ont  été  traitéespar  M.  Appell. 


.renvisagerai  alors  une  série  (loublenioU  infinie  de  noinhres 

....  a_„,   ....  rt_2,  rt-1  ;  «0.  (Il-  (i-i ((„,   ..., 

tels  que 

I  a,e-i_i  I  >■  I  a,i  |,     liiii  I  a„  \  =  x  nu  o     jxiur  /t  =  -f-  «s  ou  —  oo  , 
et  je  formerai  les  é(|ualions 

(2)  ^      A„a((=o     (/:»  — o.  1,  ■.>.,...,  ad  inl".). 

n  =  —  00 

On  reconnaît  aisément  ici  les  équations  mêmes  traitées  par 
M.  Appell  :  il  suffit  d'y  donner  aux  lettres  qui  y  entrent  des  va- 
leurs convenables,  comme  on  le  verra  d'ailleurs  plus  loin. 

Formons  une  fonction  F(j:),  admettant lesapour zéros  et  n'ayant 
pas  de  pôles.  Ce  ne  sera  pas  une  fonction  entière,  mais  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan,  sauf  à  l'origine,  qui 
est  un  point  singulier  essentiel. 

Soit  une  série  doublement  infinie  de  cercles 

...,  Ci_,j,    ...,  C_2,  Cj-i  ;  Co,   Cj,   Co,   ...,   y-'ni    •••■> 

ayant  pour  centre  l'origine,  et  tel  que  le  rayon  de  C„  soit,  quel 
que  soit  n,  compris  entre  |  a«  |  et  |  an^i  |.  Soit  J,,^  l'intégrale 


/ 


xi'  d.v 


prise  le  long  du  cercle  C«. 

Supposons  que,  quand  n  tend  vers  -f- co  ou  vers  — x  ,  J,,^  tende 

vers  o.  Alors  les  résidus  de  la  fonction  f^ satisferont  aux  équa- 

tions  proposées  ;  c'est  le  résultat  que  nous  avions  trouvé  plus  haut 
dans  le  cas  des  équations  (i). 

Appliquons-le  aux  équations  de  M.  Appell  en  reprenant  les 
notations  de  ce  géomètre. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  Ajj,  du  développement 

par  lidentilc 

r3)  e.(i-j^e(^)sA,...<-, 


—  -2i  — 
et  Ton  est  ainsi  conduit  aux  équations  suivantes 

que  nous  écrirons,  pour  rétablir  la  svniétrie  et  l'lioniof;énéité,  sous 
la  forme 

(4)  i:(j,H^(fy-2[J./'+B(-i)"  =  o, 
en  faisant 

Il  faudra  ensuite  faire  B  =  —  i  dans  le  résultat. 

Dans  les  équations  (4)  le  nombre  n  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  entières  positives  ou  négatives  depuis  — ce  jusqu'à  -j- co  . 
L'analogie  des  équations  (4)  avec  les  équations  (2)  est  d'ailleurs 
évidente,  et  les  quantités  a  sont  —  i  d'une  part,  et  d'autre  part 
q"-^,  où  |j.  prend  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives,  et  même 
la  valeur  o. 

La  fonction  ¥{x)  s'écrira  alors 

^a-  -i){x^  ijD^  Ti  -  ^2!x  (,.^L^_^  ,^'.  J  :^^JJr^^)  v/J-f),(logj"). 

Dans  cette  identité  A  est  une  constante  qu'il  est  inutile  de  déter- 
miner davantage,  et  Q,  est  la  fonction  qui  est  désignée  ainsi  par 
MM.  Briot  et  Bouquet,  en  supposant  la  première  période  oj  égale 
à  2/7:.  Nous  écrirons  alors,  pour  abréger, 

et  ^[x)  sera  une  fonction  admettant  l'origine  comme  point  singu- 
lier essentiel,  holomorphe  dans  tout  le  reste  du  plan,  et  jouissant 
de  la  propriété 

(5)  x'^i.cf^x)  =  h'i>{x). 

h  étant  une  constante  qu'il  est  inutile  de  déterminer  davantage. 

Soit  maintenant  une  infinité  de  cercles  Cjx  ayant  leurs  centres  à 
l'origine,  et  soit  0^  le  rayon  de  Cy.,  Nous  prendrons 

1  y  i^pix-rl  =  pu.- 

Soient  Jp,„,  Ki^ii  et  Ajj.„  les  intégrales 


/ 


«  dx  C  X"  d. 


(^x  +  i)*(a7)  \fx 


r  .A"  dx 

I     '\MX\  ' 
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prises  le  long  tie  C,j,.  On  aura  cvideminent 

puisque  le  module  d'une  somme  est  plus  pelil  que  la  somme  des 
modules  des  éléments. 
On  aura,  d'autre  part, 

m  étant  la  plus  petite  valeur  absolue  que  puisse  prendre 

\fx{x  +  l) 

le  lonff  du  cercle  d'intégration;  ou  bien 


•b 


VP[a|  Pij.—  ï  1 

Faisons  tendre  u.  vers  -h  co      pu.  tend  vers  co  ,  le  rapport  _îî±liL' 

tend  vers  o  et  par  conséquent  k^ji  tend  vers  o. 

Si,  au  contraire,  [x  tend  vers  — co  ,   rj^  tend  vers  o,   le  rapport 

Lt!±Ll  tend  vers  co   et  Aj;,„  tend  encore  vers  o. 

On  en  conclurait  aisément  que  l'intégrale  J^^  tend  elle-même 
vers  o  quand  ]x  tend  vers  dz  co  ,  quelle  que  soit  la  valeur  entière 
positive  ou  négative  de  n. 

Donc,  d'après  les  principes  posés  plus  haut,  les  résidus  de  la 
l'onction 


\{x  -H  \)^{x)  \J X 


satisferont  aux  équations  (4)- 
On  trouve  ainsi 


B=-TT7-r^-:^.'      »"  = 


—  =  (q-''V-~  1  )(  qH>-—q-\>-  )-  !l(  I  —  q'''-^-V-)\\(i  —  q-''~-V-  ) 

['■ 

ù    /   prend   loutes  les    valeurs  t,  -i,  ...  ad  inl".,  à  rcxccpli 


<ui  (le  la 


-  ^2G  — 
vniciir  a,  ce  (|iii  peut  s'écrire 


V  ciant  toujours  soumis  à  la  même  restriction,  ou  bien 


^^ 


=  —  (j-'^V-{i  —  q''V-)Wii  —  q-^^), 


le  nombre  entier  to  pouvant  prendre  : 

i"  Une  fois  toutes   les   valeurs  négatives  depuis  i  —  [j.  jusqu'à 

—  '5 

2"  Une  fois  toutes  les  valeurs  positives  depuis  i  jusqu'à  pi; 

3"  Deux  fois   toutes  les  valeurs  positives  depuis  [j.  +  i  jusqu'à 

-j-  GO   , 

Mais  nous  pouvons  écrire 

(û=— 1 

TT   (I  — ry2t^)  =  17  (—  ^2w)iJ(j_^-2w)  —  (_  ,)(A-i  ^-[j.(|i-i)n(i  —  q'^^), 

tO  =  1  —  [A 

ce  qui  nous  permet  d'écrire 

(u)  pouvant  prendre  deux  fois  toutes  les  valeurs  positives  depuis  i 
jusqu'à  l'infini,  à  l'exception  de  la  valeur  jji.  que  ce  nombre  ne  peut 
prendre  qu'une  seule  fois),  ou  enfin 


H 


(  — ij!A^-H-'-!^(i-+-  72[j.jn(i__  q-^''f-, 


le  nombre   v    pouvant  prendre  une    fois  et  une   seule  toutes  les 
valeurs  entières  positives.  On  a  ainsi,  pour  la  valeur  définitive  de 

qV-  I 


\U  =  {—\)^qV-'- 


i^  q-^V-  17(1—  <72v)2 


Nous  allons  maintenant  multiplier  les  quantités  B,  Hp  et  H^,  que 
nous  venons  de  trouver  par  le  facteur  :>, II(i  +  ^-'•')-,  de  façon  à 
ramener    li   à    sa  valeur  —  i  et   nous  trouverons,  en  re\enanl  aux 


nolalloiis  tlo  M.  Appoll  et  posant  comme  lui 

B  =  I,     Ho=Q,     U^,=  {-i)V-q\'---'''^^ 


q-^V- 


(  > 


et  enfin 


Ao  =  Q.     A(,=  :^^Ç^Q,     A,.= 


Nous  avons  donc  retrouvé  la  solution  de  M.  Appell,  et  je  ne 
crois  pas  qu'on  puisse  faire  d'objection  à  la  méthode  que  je  propose 
pour  démontrer  que  cette  solution  satisfait  effectivement  aux 
équations  (4)- 

Mais  cette  solution  n'est  pas  unique.  Il  est  clair  en  effet  que  les 
quantités 

B=-I,      H'^  =  H^[c(—  q^\>-)"  -^  d{-  q-'[^rP] 

(où  p   est  entier   et   où   c  +  «r/=i)  ainsi  que   les  combinaisons 
linéaires  de  pareilles  quantités  satisferont,  comme  les  quantités  Ha 
elles-mêmes,  à  ces  mêmes  équations. 
Il  arrive,  si  c  ^  d,  que  l'on  a  encore 

Les  équations  (4)  admettent  donc  une  infinité  de  solutions  et 
cependant  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  développement  con- 
vergent 

qui  puisse  satisfaire  à  l'identité  (3). 

On  doit  en  conclure  que,  parmi  les  solutions  en  nombre  infini  qui 
satisfont  à  nos  équations  (4),  il  n'y  en  a  qu'une  seule  qui  conduise 
à  un  développement  ^A^j.eV-^  convergent.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de 
voir  que  cette  solution  est  celle  de  M.  Appell. 

En  effet,  si  nous  posons 

on  vérifiera  que  A|^  est  une  solution  des  équations  (4)  pour  toutes 
les  valeurs  entières  de  /?,  mais  que  la  série  SAj^e!^'^  est  convergente 
pour  ^  =  G  et  pour/>  =  o  seulement. 
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Si/r   l(t   drcomposllion   cVun   nombre  m   (iiiatrc  cdrri's; 
par  M.  \\  EiLL. 

(Séance  du   20  décembre  1884.) 

Un  nombre  étant  mis  sous  la  forme  d'une  somme  de  quatre 
carrés,  11  existe  des  relations  simples  entre  le  nombre  des  décom- 
positions de  l'entier  considéré  et  celui  des  décompositions  de  cer- 
tains multiples  de  cet  entier  en  une  somme  de  quatre  carrés. 

Le  nombre  N  étant  mis  sous  la  forme  x-  -\r  }''  -h  ^'  H-  i' -,  nous 
chercherons  à  mettre  /»N  sous  la  forme  d'une  somme  de  carrés  de 
quatre  nombres,  dont  chacun  soit  une  fonction  linéaire  et  homo- 
gène, à  coefficients  entiers,  de  x^y^  z,  t.  Pour  commencer  par  un 
cas  particulièrement  simple,  considérons  les  deux  identités 

4.\  =  {x-^y  -^-  z  —  0-  +  (^-t-7  —z^ty-^{x—y^  z -^  tf  -^{x^y  —  z  —  tY 

Ces  deux  décompositions  de  4N  sont  les  seules  qui  répondent 
aux  conditions  imposées 5  car  chacune  des  fonctions  linéaires  con- 
tient nécessairement  les  quatre  lettres  x^y,  z  el  l  avec  les  coeffi- 
cients +  I  ou  ( —  i),  et  l'on  voit  facilement  comment  ces  coeffi- 
cients doivent  être  distribués  pour  que  les  rectangles  des  variables 
disparaissent  dans  la  somme.  Dès  lors,  à  une  décomposition  de  N 
en  quatre  caiTés,  coi^espondront  deux  décompositions  de  4^  ^^ 
quatre  carrés;  mais  il  faut  chercher  si,  inversement,  toute  décom- 
position de  4N  en  quatre  carrés  peut  être  représentée  par  l'une  ou 
l'autre  des  identités  considérées.  Nous  considérerons  le  cas  où,  N 
étant  impair,  on  se  propose  de  décomposer  4N  en  une  somme  de 
quatre  carrés  tous  impairs.  Désignons  par  (A)  un  nombre  entier 
Impair,  et  dont  le  signe  est  choisi  de  manière  qu'il  soit  un  mul- 
tiple de  4i  plus  I ,  ce  qui  est  toujours  possible.  Je  dis  qu'il  existe 
des  entiers  x,  i',  :;  et  /  vérifiant  les  équations 

X  ^y  -z  -t  =(A). 

X  -i-j  —  ^  —  /   =  (B  ). 

X  —  r  —  z  -r-  /  =  (  C  ). 

X  —y  ^  z  -  t  =(  D), 

.r2    f  J2^-o^^2=^. 


—   2î)    -• 
Lu  cllcl.  i\c  CCS  i''(|ii;ili()ns  on  lire 

.i,2^  =  (.\)  (-(B)-x.(G)  +  (D), 
îr  =  (A)-(B)-(G)-^(D), 
4^=(A)  +  (D)-(B)^(G), 
it  =(A)-i-(C)-(H)^(D); 

et  les  valeurs  de  J?,  J>',  z-,  t  sont  entières. 

Les  nombres  de  x^y,  z,  t  étant  déterminés,  les  nombres  E,  F, 
G.  H,  qui  vérifient  les  égalités 

E2  +  F2  +  G2  4- H2  =  4  N, 

X  -+-y  -h  ^  —  t  =:  E, 
x-hf  —  z-h  t  =  F, 

X  ~y  -f.  -  -1-  /  =^  G, 
X  —y  —  z  —  l  =  \\ 

sont  tous  impairs;  ils  sont  donnés,  en  effet,  parles  relations 

2E  =  (A)-4-(B)-f-(D,)  — (Gj, 
2F  =(A)  +  (B)  +  (G)-(D), 
2G  =  (A)  +  (G)  +  (D)— (B), 
2H  =  (B)  +  (Gj  +  (D)-(A). 

Il  en  résulte  qu'un  système  de  valeurs  x^y,  ^,  t  donne,  [lour  4N, 
deux  systèmes  de  nombres,  tous  impairs,  A,  B,  C,  D  et  E,  F,  G,  H. 
D'ailleurs,  à  deux  systèmes  de  nombres  x^y^  z,  t  et  x',  >',  z',  l' 
différenls,  ne  peuvent  correspondre,  en  grandeur  et  en  signe, 
les   mêmes  valeurs   de   (A),   (B),  (C),  (D);    car  le  système  d'é- 

cjuations 

X  -h y  -H  ^  -H  ;  =  x'-hy'-h  z'-{-  t', 

.r  -}-■)■  —  ^  —  f  =  x'~h y —  z' —  /', 
x  — _■)■  —  z  -h  f  =  x' — >-' —  z'-T-  f', 
X  —  r  -^  z  ~  t  =  .r— j'-t-  z'~  t' 

n'admet,  comme  solutions,  que  x  =  x',  y  =y',  z  ^=  z' ,  t  =  t'. 

D'autre  part,  si  l'on  change  les  signes  des  quatre  nombres  (A), 
(B),  (C),  (D),  les  valeurs  de  x,  y,  z,  t  changent  de  signe  sans 
changer  de  grandeur;  si  l'on  change  les  signes  de  une  ou  trois  des 
quantités  (A),  (B),  (C),  (D  ),  les  valeurs  de  x,j\  .  .  .  Jie  sont  plus 
entières,  comme  le  montreii'  les  expressions  de  /\x^  4,i'i  •••• 
Bestc  à  examiner  le  cas  on  l'on  change  le  signe  de  deux  des  quan- 
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lilés  (A),  (13),  ((i),  (13);  supposons  que  ces  chaiij^einenls  de  sij^iic, 
qui  ne  changent  pas  la  forme  de  décomposition  de  4^\  en- 
gendrent deux  systèmes  dlfiérents  de  nombres  x.,  y,  z,  t  et  y,  )', 
z' ,  t',  on  aurait,  par  exemple,  les  équations 

X  -\-y  -i-  5  -f-  ^  =:  x'-'-j'-r-  Z'-T-  {', 

X  -4-7  —  ^  —  /  =  —  (x'~y'—  z'—  t'), 
X  — y  —  ^  -i-  ^  =  —  {x' — y' —  s'h-  /',), 
X — JK -t- -3  —  f=         x' — y'-h -s' — /'; 

ces  équations  donnent 

X  =  z', 
z  =  x', 

y  =  t', 

t  =y'\ 

donc  les  systèmes  des  nombres  x,y,  z-,  t  et  .r',  r',  z',  t'  ne  donnent 
pas,  pour 

l\  =  x^-^y^  -H  -2  ■+-  t^, 

deux  décompositions  distinctes.  De  tout  ce  qui  précède,  il  ré- 
sulte que,  si  le  nombre  impair  N  a  été  décomposé  en  quatre  carrés, 
le  nombre  4N  admettra  deux  décompositions  correspondantes  en 
une  somme  de  quatre  carrés  tous  impairs,  et  que,  inversement, 
toute  décomposition  de  4J^  en  une  somme  de  quatre  carrés  tous 
impairs  pourra  être  obtenue  par  celte  correspondance.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  N  étant  un  entier  impair,  le  nombj-e  des  décom- 
positions de  4N  e/z  une  somme  de  cjuati-e  carrés  tous  impairs 
est  double  du  nombre  des  décompositions  de  N  en  quatre  carrés. 

(^e  théorème  est  dû  à  Jacobi,  qui  Ta  déduit  de  l'identité 

k-  -+-  k'-  =  i , 

dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

La  démonstration  exposée  plus  haut  donne  la  raison  de  ce  théo- 
rème et  le  moyen  de  former  les  décompositions  de  4N  connaissant 
celles  de  N,  et  inversement. 

Pour  donner  une  autre  application  de  la  même  méthode,  consi- 


—  ;!i  — 

(K'toiis  ridt'iililé 

3(.r2  +  j-2  -u  ^2  _,_  ^2  )  =   (^  ^y  _H  ^  )2  ^  (.r  _  j  +  ^  )2 

de  celle  identité,  on  en  déduit  trois  autres,  en  faisant  une  per- 
mutation circulaire  sur  x,  y,  z  et  t. 

Donc,  si  l'entier  N  a  été  mis  sous  la  forme  d'une  somme  de 
quatre  carrés,  l'entier  3N  sera  mis,  de  quatre  manières  différentes, 
sous  la  forme  d'une  somme  de  quatre  carrés.  Inversement,  soit  N 
un  nombre  non  multiple  de  3,  l'entier  3N  étant  mis  sous  la  forme 

3N  =A2+B2-^C2-i-D2; 

on  aura  nécessairement  pour  l'un  des  quatre  nombres,  soit  A,  un 
multiple  de  3,  les  trois  autres  étant  des  multiples  de  3,  plus  ou 
moins  i . 

En  désignant  par  (B)  le  nombre  B  affecté  d'un  signe  convenable, 
on  aura  donc 

^     ^^  M  (mod3). 
(C)^.   ■ 


Ceci  posé,  les  trois  équations 

x+y-^z  =  {k), 

x—y-^t  =(B), 

y-\-t  -z  =  {C), 

z^t  —x  =  {Y)) 
donnent 

3^  =(B)H-rC)  +(D), 
3.r  =  (A)-t-(B)  —  (D), 
3y  =  (A)  +  (G)--(B), 
3i:  =(A)-f-(D)— (C), 

et  les  valeurs  de  ^,  j)',  ^,  t  sont  entières 

On  voit  que,  N  étant  un  entier  quelconque  multiple  de  3,  ou 
non-multiple  de  3,  le  nombre  3N  admet  quatre  ibis  autant  de  dé- 
compositions en  (jualre  cariés  quelconques  que  le  nombre  N,  si 
l'on  ne  tient  pas  compte  des  signes;  et  en  elfet,  liiibituellement, 
on   considère  comnu;  distinctes   des   décompositions    qui   ne  dil- 
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fèrenl  que  parle  signe  d'un  des  nombres  A,  H,  C.  D,  doù  renoncé 
que  j'ai  donné  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences  (17  novembre  i884).  Mais,  si  l'on  lient  compte  des 
signes,  le  résultat  est  diflerent,  comme  on  va  le  voir,  et  n'est  simple 
que  lorsque  N  n'est  pas  multiple  de  3.  Notre  anaUse  prouve  que, 
le  signe  des  trois  nombres  B,  C,  D  avant  été  choisi,  on  ne  peut 
changer  le  signe  de  l'un  ou  de  deux  de  ces  nombres,  mais  celui 
des  trois  à  la  fois,  ce  qui  revient  à  changer  le  signe  de  A;  car,  en 
changeant  le  signe  de  B,  par  exemple,  ou  les  signes  de  B  et  C, 
les  nombres  x^y,  z-,  t  ne  sont  plus  tous  des  entiers.  Donc,  3IS' 
ayant  été  mis  sous  la  forme 

3N  =  A2^B2  +  C-^  +  D2. 

il  V  aura  deux  systèmes  de  nombres  x,y^  z-,  t^  x' , y\  z\  l'  dont 
les  signes  et  les  valeurs  seront  entièrement  déterminés ,  cor- 
respondant à  deux  décompositions  de  N;  on  aura 

3?  =(B)  ^(G)  ^(D), 
3x  =  (A)^(B)  — ro), 
37  =  (A)  +  (C)-(B), 
3^  =(A)+(D)-(C); 

3^'  =  3^ 

3^'  =  _(A)--(B)-(D;, 
3y  =  -(A)-(C;-(B^ 
3^  =  =  (A)-^(D)  — (C). 

Les  relations  entre  les  deux  svstèmes  sont 

f'=  t. 

3  j"'  =  ,r  —  ir  —  2  ^. 

3  )''  ^=  y  —  2.r  —  -iz, 

3  «'  =  ^  —  nz  —  2  r 

ou  bien 

x-\-y-\-z  =  —  {x'^y'-^z') 
T — y -^  t  =3"' — y'^t', 
y^t  -^z=y'^f-z'. 

Ces  deux  svslèmos  sont  distincts  en  général.  En  cflel.  sii|i|KiS()iis 
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x'  =  X,  on  on  déduit 

et,  par  suite, 

X  -\-y  -H  ^  =  (  A  )  =  o, 

ce  qui  est  impossible,  si  l'on  suppose  3N  décomposé  en  quatre 
carrés  et  non  en  un  nombre  moindre  de  carrés. 
D'autre  part,  en  supposant  x'=  —  a*,  on  en  déduit 

y  ^z^ix, 

d'on 

(B)  =  (D), 

ce  qui  est  impossible,  si  3JN  a  été  décomposé  en  quatre  carrés 
distincts.  En  supposant  x'  =^y,  on  en  déduit 

y = 2j' — X, 

z'  =  x  —  z—y. 
Pour  que  les  deux  systèmes  ne  soient  pas  distincts,  il  faut  alors 

y  =z  2y  —  X  =  ±T     ou    y'  =  2 >'  —  X  ^=  zh  z; 

aucune  de  ces  solutions  ne  convient,  si  l'on  suppose  N  décom- 
posé en  quatre  carrés  distincts,  dont  aucun  n'est  nul.  Enfin,  si 
l'on  suppose  x' =  — j',  on  en  déduit 

cr-hy  =  iz, 

ce  qui  est  impossible,  car  on  aurait  alors 

(D)  =  (G). 

De  tout  ce  qui  précède  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  N  étant  un  entier  non  multiple  de  3,  si  Les  deux 
nombres  N  e^  3N  ii  admettent  l'un  et  Vautre  que  des  décom- 
positions en  quatre  carrés  positifs,  non  nuls,  et  distincts,  le 
nombre  des  décompositions  de  3N  est  double  du  nombre  des 
décompositions  de  N. 

Ce  théorème  renferme  le  cas  général  qui  se  présente;  car,  si  N 

est,  par  exemple,  décomposable  en  trois  carrés,  cela  constitue  un 

cas  exceptionnel.   La  démonstration  du  théorème  prouve  que,  à 

une  décomposition  d'un   nombre  quelconque  IN  en  quatre  cariés, 

XIII.  3 
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X-  -h y-  -\-  ^'"  +  /",  corrcspondcnl  les  quatre  décomposilions  de  c<; 
mcinc  nombre,  données  |);)r  les  lormules 

T  —  2r  —  iz          ,        y  —  7.x  —  2^          ,       z  —  i.r  —  ;>.  y 
'=''     "=^  1 •     ^■  =  - 3 '      '  =  ^ ^' 

et  par  celles  que  l'on  en  déduil  par  permulation  circulaire;  mais 
ces  nouvelles  solutions  n'en  engendrent  pas  d'autres. 

(A  saiv/-c.) 


Méthode  pour  mener  les  plans  lang^enls  aux  surfaces  gaucJies; 
par  M.  J.  IMarchanh. 

(Séance  du  i4  novembre  i884-J 

1.  Définitions.  —  Nous  appelons  axoïde  toute  surface  gauche 
ayant  nne  directrice  rectlligne,  et  axe  celle-ci. 

Nous  distinguons  deux  classes  parmi  ces  surfaces  : 

Dans  la  première  nous  rangeons  les  conoïdes  droits; 

Dans  la  deuxième  toutes  les  autres,  qui  prendront  le  nom 
(l'axoïdes  ordinaires. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  sera  dit  plan  principal;  l'o- 
rientation commune  de  tous  les  plans  que  l'on  peut  ainsi  mener 
sera  la  direction  principale,  enfin  leurs  intersections  avec  l'axoïde 
les  sections  principales  :  dans  les  conoïdes  nous  réserverons  cette 
dénomination  à  leurs  intersections  à  l'infini  avec  les  plans  princi- 
paux, en  faisant  abstraction  des  génératrices  que  ces  plans  peuvent 
contenir.  On  donnera  également  le  nom  de  point  principal  au 
point  de  rencontre  de  l'axe  avec  un  plan  principal. 

Tout  plan  contenant  l'axe  sera  dit  axial  :  toute  génératrice  rec- 
tiligne  de  la  surface  est  ainsi  contenue  dans  un  plan  axial,  que 
nous  appellerons  aussi  quelquefois  son  plan  de  variance .V\u%\ey\vs 
génératrices  peuvent  avoir  même  plan  de  variance,  mais  nous  ne 
considérons  jamais  que  l'une  d'entre  elles  à  la  fois;  le  point  où 
clic  coupera  l'axe  sera  son  point  axial,  l'angle  qu'elle  forme  avec 
l'axe  en  prenant  toujouis  l'axe  comme  droite  origine,  son  angle 
axial. 
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2.  (]ela  posé,  supposons  (pic  pai-  tous  les  points  axiaux  d'un 
axoïcie  quelconque,  et  dans  les  mêmes  plans  axiaux  que  les  géné- 
ratrices correspondantes,  on  trace  des  droites  telles  que  le  rapport 
de  la  tangente  de  leur  angle  axial  [j  à  la  tangente  de  l'angle  axial  a 
de  la  génératrice  (|ui  leur  correspond  soit  constant  et  égal  à  une 
quantité  eoniplèlement  arbitraire  iJi,  On  formera  ainsi  un  nouvel 
axoïde,  avant  même  axe,  mêmes  points  axiaux  que  le  premier,  et 
dont  les  génératrices  seront  correspondantes  une  à  une  des  géné- 
ratrices de  celui-ci,  et  liées  par  la  relation 

tan^3 
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Ce  nouvel  axoïde,  qu'on  peut  immédiatement  obtenir  à  l'aide  du 
premier,  qui  sera  dit  ï axoïde  J/xe,  sera  lui-même  un  axoïde  va- 
riant; la  constante  [/  s'appellera  le  rapport  de  variance,  enfin 
deux  génératrices  issues  d'un  même  point  axial  seront  deu xco/- 
respondantes. 

Il  résulte  immédiatement  de  ces  définitions  : 

i"  Que,  pour  un  axoïde  fixe,  il  existe  une  infinité  de  va- 
riants; 

2°  Que  nous  pouvons  prendre  arbitrairement  comme  surf  ace 
fixe  Vun  des  deux  axoïdes  ; 

3"  Que  deux  axoïdes  variants  d'un  troisième  sont  variants 
l'un  de  l'autre. 

Soit  maintenant  le  cône  directeur  de  l'axoïde  fixe,  et  par  son 
sommet  conduisons  une  parallèle  à  l'axe;  en  considérant  cette 
droite  comme  axe  du  cône,  on  pourra  lui  appliquer  des  construc- 
tions analogues  aux  précédentes  et  définir  ainsi  un  cône,  qui  sera 
directeur  de  l'axoïde  variant  et  pourra  être  considéré  comrue  va- 
riant du  cône  de  l'axoïde  fixe,  jouissant  par  rapport  à  lui  de  pro- 
priétés identiques  à  celles  ci-dessus  énumérées. 

Nous  dirons  enfin,  quand  les  surfaces  variantes  que  nous  au- 
rons à  examiner  seront  dans  la  position  même  qui  résulte  de  leur 
mode  de  génération^  c'est-à-dire  avec  axe,  points  et  plans  axiaux 
superposés,  qu'elles  sont  non  déplacées;  lorsque  nous  les  aurons 
fait  glisser,  par  rapport  à  l'axoïde  fixe,  le  long  de  l'axe,  par  un 
mouvement  de  translation  d'une  quantité  déterminée  a,  qu'elles 
sont  déplacées,  et  a  sera  le  déplacement. 
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li.  Théorkmk.  —  Si  deux  cônes  variants  ou  deux  axoïdcs 
variants  non  déplacés  sont  coupés  par  un  plan  principal,  les 
sections  principales  correspondantes  sont  koniothétiques,  et  le 
point  principal  du  plan  sécant  est  le  centre  d'homothétie. 

Celle  proposilion  eslcvidcnlc. 

4.  Théorème.  —  L' intersection  de  deux  cônes  variants  dé- 
placés est  une  section  principale. 

Soil,  en  cfTel,  oo^p  l'axe  commun  des  deux  cônes,  cl  ont,  OiUi 
deux  généralrices  correspondanles  ;  du  ])oint  m,  où  elles  se 
coupent,  abaissons  mp  perpendiculaire  à  l'axe. 

En  observanl  cpie 

ooi  =  a     et     "—^  =  |ji, 


on  =^  a  — - —  • 
;x  —  1 

5.  Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  conduisent  immédiate- 
ment aux  remarques  suivantes  : 

i"  Si  la  surface  conique  est  plane  (nous  entendons  par  là  un 
plan  faisant  avec  l'axe  un  angle  quelconque  non  égal  à  90"),  ses 
variantes  seront  également  planes.  Les  sections  principales  cor- 
respondantes seront  alors  des  droites  parallèles  normales  à  l'axe, 
cl  les  lignes  de  plus  grandes  pentes  de  ces  plans  par  rapport  à  la 
direction  principale,  issues  de  leur  sommet  commun,  seront  conte- 
nues dans  le  même  plan  axial. 

[*ar  conséquent,  si  un  axoïde  ordinaire  a  pour  surface  directrice 
un  plan,  ses  variants  auront  également  des  plans  pour  surfaces  di- 
rectrices. 

a"  Si  le  rapport  de  variance  varie  d'une  manière  continue 
entre  —  co  et  +  <»  ,  |)Our  ces  deux  limites,  le  cône  variant  se  ré- 
duit au  plan  principal  issu  du  sommet  du  cône;  pour  la  valeur 
zéro,  il  se  réduit  à  l'axe. 

Par  conséquent,  le  conoïde  obtenu  en  conservant  l'axe  et  les 
points  et  plans  axiaux  d'un  système  de  surfaces  variantes  est  la 
limite  commune  de  ces  surfaces  lorsque  le  rapport  de  variance  de- 
vient égal  à  ±:  ce  ,  et  Taxe  est  la  limite  de  ces  surfaces  pour  la 
valeur  zéro  de  ce  rapport. 
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D'après  cela,  les  surfaces  de  la  i^'ernière  classe  peuvent  en  géné- 
ral être  considérées  comme  les  limites  des  surfaces  de  la  deuxième; 
on  peut  en  conclure  aussi  qu'une  surface  de  la  première  classe 
peut  d'une  infinité  de  manières  différentes  dériver  de  celles  de  la 
seconde,  puisque  tous  les  systèmes  de  variants  avant  même  axe, 
mêmes  points  et  plans  axiaux,  ont  le  même  conoïde  |)Our  limite. 

6.  Théorème.  —  L' intersection  rV un  axoïde  et  cV un  variant 
de  son  cône  directeur  déplacé  d' un  mouvement  de  translation, 
de  manière  que  son  sommet  vienne  se  placer  sur  Vaxe  de 
V axoïde,  se  projette  sur  le  plan  principal  mené  par  ce  sommet, 
suivant  une  courbe  homothétique  à  la  section  principale  corres- 
pondante, et  le  sommet  est  le  centre  d''Jiomotliétie. 

Prenons  un  point  axial  quelconque  de  la  surface,  et  dans  ce 
plan  les  deux  générati'ices  correspondantes  o  M, ,  GM,  delà  sur- 
face et  du  cône.  Ces  droites  font  respectivement  avec  l'axe  OG 
les  angles  a  et  [i.  Soit  également  m,MG  la  trace  du  plan  princi- 
pal conduit  par  le  sommet  G  du  cône  variant  sur  le  plan  axial; 
cette  trace  est  normale  à  l'axe.  Projetons  sur  elle  M,  en  /??,  ;  de  M, 
également  abaissons  M,K|  perpendiculaire  sur  l'axe,  et  de  M  la 
normale  Mm. 


On  a  par  hypothèse 
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ce  qui  établit  la  proposition. 

7.  Ce  théorème  permet  de  mener  le  plan  tangent  a  un  axoïde 
ordinaire,  en  un  point  quelconque  d'une  de  ses  génératrices.  Soit, 
en  effet,  une  telle  surface  définie  par  son  axe,  une  de  ses  sections 
[)rincipalcs  et  son  cône  directeur. 

Nous  voulons  obtenir  son  plan  tangent  au  |)oint  J\l|  de  la  géné- 
ratrice A13;  par  le  |)oint  principal  G  du   plan  sécant,  comme  som- 
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iiiL-L,  liiisons  passer  un  variciril  du  cùne  dircclcur  ;  iinus  [xuiirous 
loujours  le  supposer  tel  cpi'il  passe  par  le  point  M,,  cl  tracer  sui- 
la  ligure  la  génératrice  M,  G,  correspondante  de  AB  :  ce  cône  dé- 
termine par  son  intersection  avec  l'axoide  une  courhe  dont  la  tan- 
gente en  M,  pourra  être  construite. 

En  elTet,  d'après  le  théorème  précédent,  on  connaît  son  plan 
projetant.  Contenue,  d'autre  part,  dans  le  [)lan  tangent  au  cône  va- 
riant le  long  de  la  génératrice  M,  G,  nous  voyons  : 

i"  Que,  si  nous  menons  par  G,  Gl  trace  du  plan  tangent  au 
cône  variant  qui  est  parallèle  à  la  trace  du  plan  tangent  au  cône 
directeur  le  long  de  la  génératrice  correspondante  de  GI; 

2°  Que,  si  par  m,,  projection  de  M,  sur  le  rajon  vecteur  GA, 
nous  conduisons  ;?i,l  parallèle  à  la  tangente  au  point  A  de  la  sec- 
tion principale  ÎNAP,  le  point  I  où  ces  deux  droites  se  rencontrent 
est  la  trace  de  cette  tangente  sur  la  section  principale,  et  par  suite 
un  point  de  la  trace  du  plan  tangent  à  Taxoide  en  M)  :  AI  est  donc 
cette  trace,  et  le  plan  tangent  est  déterminé. 

8.  D'après  cela,  étant  donné  un  axoïde,  dont  en  deux  points 
M|,  Mo,  situés  sur  une  même  génératrice  AB,  on  connaît  le  plan 
tangent,  nous  menons  un  plan  principal  que  nous  considérons 
comme  plan  horizontal  de  projection.  Soient  m,,  m^  les  projec- 
tions des  deux  points  M,,  Mo  sur  ce  plan;  si  par  m,  nous  traçons 
une  parallèle  à  l'horizontale  du  plan  tangent  en  Mo,  par  /«o  une  pa- 
rallèle à  l'horizontale  du  plan  tangent  en  M,,  leur  point  d'inter- 
section I,  joint  au  point  principal  G,  détermine  une  droite  GI  pa- 
rallèle à  l'horizontale  du  plan  tangent  au  cône  directeur  le  long 
de  sa  génératrice  correspondant  à  AB. 

9.  Ce  corollaire  donne  alors  le  suivant  : 

Si  nous  prenons  trois  points  M,,  Mo,  M^  sur  AB,  et  leurs 
projections  m,,  m^,  m^  sur  un  plan  principal,  en  menant  par 
run  quelconque  de  ces  points  projections  (m^  par  exemple) 
des  parallèles  aux  horizontales  des  plans  tangents  en  M,,  M3, 
par  nii  et  //^t  des  parallèles  à  V horizontale  du  plan  tangent 
en  Mo,  ces  deux  couples  de  droites  se  coupent  sur  la.  droite  1  l'G 
parallèlement  menée  par  G  à  Vliorizontale  du  plan  tangent 
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au  cône  directeur  de  la  surface  le  long  de  la  génératrice  qui 
correspond  à  AB. 

10.  Ne  considérant  que  les  deux  points  M<,  Mo,  supposant 
M,  fixe  et  Ml  se  déplaçant  sur  la  génératrice,  l'horizontale  de  son 
plan  tangent  s'obtiendra  en  joignant  le  point  fixe  /72,  au  point  I 
mobile  sur  la  droite  fixe  GT,  et  d(''Leraiince  à  chaque  instant  par 
l'intersection  de  GI  avec  la  parallèle  à  l'horizontale  du  plan  tan- 
gent en  M,  issue  de  sa  projection  mobile  ni^-  Si  donc  INIo  partant 
de  M,  marche  vers  le  point  B,  le  point  I  se  raj>prochera  de  G,  se 
confondra  avec  lui,  puis,  lorsque  M2  aura  dépassé  B,  s'en  éloignera 
indéfiniment  :  l'horizontale  /«il  pivotera  ainsi  autour  du  point  }n^ 
en  faisant  d'abord  avec  AG  un  angle  de  plus  en  plus  petit;  quand 
I  se  confondra  avec  le  point  G,  cet  angle  sera  nul;  il  changera  de 
signe  lorsque  I  aura  déj)assé  G,  et,  lorsque  I  se  sera  transporté  à 
l'infini  sur  IG,  /;^|1  deviendra  parallèle  à  IG.  Si  nous  imaginons 
maintenant  que  Mj  s'éloigne  de  Mi  en  marchant  vers  A,  I  s'éloi- 
gnera indéfiniment  de  G,  l'angle  Qm^l  ira  constamment  en  aug- 
mentant; mais,  quand  le  point  I  sera  à  l'infini,  nl^  l  sera  encore  de- 
venue parallèle  à  IG. 

Résumant  celte  étude,  nous  dirons  :  Sur  un  axoïde  ordinaire, 
1°  si  en  deux  points  situés  sur  une  génératrice  AB  les  plans  tan- 
gents sont  différents,  il  existera  en  général  en  un  point  quelconque 
d'une  génératrice  un  seul  plan  tangent  à  la  surface  ;  2"  ce  plan 
tangent  exécute  une  rotation  continue  autour  de  la  génératrice, 
au  fur  et  à  mesure  que  le  point  de  contact  se  déplace  sur  elle,  de  fa- 
çon que,  si  celui-ci  passe  continuellement.de  — ce  h  -hoc  ,  le  plan 
tangent  a  exécuté  une  rotation  continue  de  180";  3"  les  deux  in- 
finis sont  les  seuls  points  pour  lesquels  les  plans  tangents  se  con- 
fondent; 4"  le  plan  tangent  à  l'infini  est  parallèle  au  plan  tangent 
au  cône  directeur  le  long  de  sa  génératrice  similaire  de  celle  que 
l'on  considère  sur  la  surface;  5°  enfin  dans  un  axoïde  tout  plan 
axial  fait  partie  du  système  des  plans  tangents,  le  long  de  la  géné- 
ratrice qu'il  détermine,  et  c'est  le  point  axial  qui  est  le  point  de 
contact.  L'axe  aussi  bien  qu'une  génératrice  est  donc  tangent  à 
l'axoïdc  en  une  infinité  de  points;  mais  il  se  distingue  aux  géné- 
ratrices rectilignes  de  la  suilacc,  en  ce  qu'il  peut  ne  l'être  que 
dans  ujic  j)arLic  limiléo  de  son  étendue. 
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Remarques.  —  i"  En  dernière  analyse,  pour  déterminer  le 
plan  langent  en  un  point  quelconque  d'un  axoïde  ordinaire,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  plans  tangents  en  trois  points  nous  soient 
connus.  De  plus,  pour  que  la  construction  puisse  s'effectuer  avec 
succès,  il  faut  que  les  deux  parallèles  m^  I,  m-A  se  coupent  en  un 
point  fini.  Or  rien  dans  notre  théorème  fondamental  ne  suppose 
que  ces  deux  droites  ne  soient  pas  parallèles.  Si  le  fait  se  produi- 
sait pour  une  génératrice,  le  point  I  se  transporterait  à  l'infini; 
par  suite  GI  deviendrait  parallèle  aux  deux  droites  /?iil,  mol.  Les 
trois  plans  en  M,, Mo,  et  à  l'infini  se  confondraient;  le  plan  tangent 
serait  encore  le  même  en  un  autre  point  quelconque  M3  et  par 
suite  tout  le  long  de  la  génératrice;  il  ne  saurait  y  avoir  de  doute 
que  pour  le  seul  point  axial.  En  effet,  si  l'évanouissement  du  plan 
tangent  distinct  est  manifeste  pour  tout  autre  point  de  contact,  le 
plan  axial  au  contraire  ne  change  pas,  et  il  est,  évidemment,  tou- 
jours tangent  à  la  surface;  au  reste,  c'est  là  une  question  spéciale 
que  nous  voulions  simplement  signaler. 

2**  Il  pourrait  se  faire  également  que  la  génératrice  considérée 
fût  parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan  de  projection. 

Dans  ces  deux  hypothèses  la  construction  s'évanouit.  Cette  dif- 
ficulté sera  levée  plus  loin.  Bornons-nous  à  remarquer  que  la  géné- 
ratrice normale  au  plan  horizontal  est  parallèle  au  plan  vertical;  la 
question  résolue  dans  le  premier  cas  la  résout  par  cela  même  pour 
le  deuxième  cas. 

14.  Le  problème  inverse  du  plan  tangent,  d'après  la  construc- 
tion précédente,  n'offVe  aucune  difficulté  :  nous  croyons  donc  inu- 
tile d'y  insister. 

12.  On  sait  que  deux  surfaces  gauches  se  raccordent  le  long 
d'une  droite  AB,  lorsque  ces  deux  surfaces  ont  trois  plans  tan- 
gents communs  en  trois  points  de  cette  génératrice  commune. 

Cela  posé,  soit  une  surface  quelconque  dont  nous  connaissons 
les  trois  plans  tangents  en  trois  points  M,,  Mo,  M3  de  la  généra- 
trice AB. 

Dans  le  plan  tangent  en  M.,,  et  par  ce  point  de  contact,  traçons 
une  droite  faisant  avec  la  génératrice  AB  un  angle  quelconque 
mais  différant  de  90".  Par  un  point  G  sur  cette  droite  nous  élevons 
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un  plan  perpciullculaire.  Ce  plan  qui  rencontre  AB  esl  pris  par 
nous  comme  plan  principal  d'un  axoïde  ordinaire,  qui  aurait  M3  G 
pour  axe  et  dont  on  nous  donne  en  outre  sur  AB,  aux  points  M, 
et  M2,  comme  plans  tangents,  ceux  mêmes  dont  nous  venons  de 
parler.  La  surface  gauche  et  l'axoïde  ayant  trois  plans  tangents 
communs  aux  trois  points  M,,  M.,,  M3  de  AB  se  raccorderont  le 
long  de  cette  droite. 

13.  Cette  proposition  prouve  que  toutes  les  propriétés  énoncées 
au  n'^  10  comme  caractéristiques  des  plans  tangents  aux  axoïdes 
s'appliqueront  sans  restriction  aux  surfaces  gauches  en  général, 
et  en  second  lieu  que  les  constructions  qui  permettent,  connais- 
sant trois  plans  tangents  sur  une  génératrice  AB  d'un  axoïde,  de 
trouver  un  autre  plan  tangent  sur  la  même  génératrice  s'applique- 
ront à  une  surface  gauche  quelconque. 

1  i.  Cela  posé,  si  une  génératrice  d'une  surface  gauche  AB 
rencontre  le  plan  de  projection,  arbitraire  d'ailleurs,  comme  un 
plan  quelconque  conduit  suivant  AB  est  tangent  quelque  part  sur 
AB,  le  plan  projetant  de  cette  droite  sur  le  plan  de  projection  sera 
tangent  à  la  surface  quelque  part  sur  AB,  en  B  par  exemple. 

Supposons  alors  connus  les  trois  plans  tangents  aux  points  M,, 
Mo  et  M3.  La  surface  se  raccordera  évidemment  suivant  AB  avec 
un  axoïde  avant,  aux  points  M,  et  Mo  par  exemple,  mêmes  plans 
tangents  que  la  surface  et  pour  axe  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  B  sur  le  plan  de  projection.  Le  théorème  du  n°  8  pourra 
être  alors  généralisé  ainsi  : 

Une  surface  gaucJie  quelconque  étant  donnée  ainsi  qu'un 
plan  de  projection  également  arbitraire  (sous  la  restriction 
qu'il  ne  soit  pas  parallèle  à  la  génératrice  AB  que  l'on  considère), 
prenons  sur  cette  droite  trois  points  M,,  Mo,  M3  en  lesquels  le 
plan  tangent  est  connu,  et  projetons  orthogonalement  ces  trois 
points  en  nif,  m,^  m-^]  sur  le  plan  de  projection  par  ni  i  et  ni^ 
menons  des  parallèles  à  V horizontale  du  plan  tancent  en  Mo, 
par  m.2  des  parallèles  aux  horizontales  des  plans  tangents  aux 
points  M,  et  M-j,  les  deux  droites  du  deuxième  couple  ainsi 
déjini  couperont  en  général  respectivement  celles  du  premier 
en  deux  points  l|^o,  {-^^-i',  joignons  ces  deux  points  : 
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i"  La  droite  ainsi  obtenue  est  paralliile  à  la  trace  sur  le 
plan  de  projection  du  plan  tangent  à  rinjini  à  la  surface 
gauche  suivant  AB. 

a"  Cette  parallèle  coupe  A6,  projection  de  cette  génératrice, 
au  point  b  oit  se  projette  le  point  de  contact  B  du  plan  tangent 
à  la  surface  en  AB,  qui  est  normal  au  plan  de  projection, 
c'est-à-dire  au  point  du  contour  apparent  de  la  surface  sur  le 
plan  de  projection  qui  appartient  à  la  projection  de  cette  gé- 
nératrice. 

Remarque.  —  Les  raisonnements  qui  conduisent  à  cet  énoncé 
supposent  que  les  trois  points  M, ,  Mo  et  ^Lj  ont  des  plans  tangents 
distincts;  s'il  en  était  autrement,  nous  en  serions  avertis  parles 
données  mêmes;  d'ailleurs,  dans  cette  hypothèse,  la  JDOssihilité  de 
définir  l'axoïde  de  raccordement  n'en  existerait  pas  moins,  la 
surlace  présenterait  simplement  le  long  de  AB  les  particularités 
que  nous  avons  déjà  signalées  plus  haut  :  il  est  à  observer  seule- 
ment que  dans  ce  cas  le  point  B  reste  absolument  arbitraire. 

14.  Nous  avons  ainsi,  à  condition  de  changer  de  plan  de  pro- 
jection, la  solution  générale  du  problème  des  plans  tangents  aux 
surfaces  gauches,  quand  sur  une  génératrice  trois  plans  tangents 
seront  connus.  Nous  voulons  montrer  maintenant  que  les  axoïdes 
de  la  première  classe  et  en  général  toutes  les  surfaces  gauches 
ayant  un  plan  directeur  parallèle  au  plan  de  projection  admettent 
une  construction  propre.  Cette  construction  pourra  s'appliquer 
également  lorsque  sur  une  surface  gauche  se  présenteront  des 
génératrices  dont  le  plan  tangent  à  l'infini  sera  horizontal. 

15.  Plaçons-nous  dans  les  conditions  du  théorème  du  n"  6; 
seulement,  au  lieu  du  cône  variant  qui  a  son  sommet  en  G  et  de 
l'axoïde  fixe,  considérons  tout  le  syslème  des  variants  de  celui-ci, 
en  nous  proposant  de  comparer  leurs  plans  tangents  aux  points 
successifs,  où  la  génératrice  GN  du  cône  coupe  les  diverses  géné- 
ratrices corres|)ondantes  contenues  dans  le  plan  axial  ABG. 

Représentons  alors  deux  de  ces  génératrices  BA,  BA,  coupées 
en  M  et  M)  par  la  droite  GN  et  cherchons  à  déterminer  les  traces 
des  plans  tangents  en  ces  points.  Une  remarque  antérieure  nous  a 
appris  que  les  tangentes   en  A  et  A,  aux  sections  principales  de 
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hiise  sont  parallèles;  si  donc  nous  projetons  M  et  M|  stir  le  plan 
|)rincipal  en  m  et  «i|,  il  faudra  par  ces  points  mener  des  parallèles 
à  cette  direction  commune  5  ces  droites  couperont  en  1  et  I,  la 
parallèle  GP  conduite  par  le  point  principal  à  l'horizontale  du 
plan  tangent  à  l'inlini. 

Si  l'on  joint  ensuite  AI,  A,  I,  MI,  M|l|,  les  deux  premières  de 
ces  quatre  droites  représenteront  les  traces  horizontales  des  deux 
plans  cherchés,  les  deux  dernières  les  tangentes  aux  points  corres- 
pondants M  et  M,  aux  courhes  d'intersection  du  cône  avec  les 
deux  axoïdes  variants. 

Si,  considérant  l'un  des  deux  axoïdes  comme  fixe,  on  suppose 
que  l'autre  se  détorme  en  donnant  à  son  coefficient  de  variance 
des  valeurs  croissantes,  la  génératrice  BA,  tournera  autour  du 
point  B  pour  atteindre,  lorsque  le  coefficient  sera  X)  ,  la  position 
limite  NB.    D'ailleurs  dans  ce  mouvement  le  point  M,  se  sera  dé- 
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placé  pour  atteindre  à  la  limite  le  point  N.  Dans  ce  même  temps 
sa  projection  viendra  en  /«,  et  si  par  n  nous  menons  /iQ  [)arallèle 
à  ml,  le  point  Q  représentera  un  point  de  la  trace  horizontale  du 
plan  tangent  au  conoïde  limite.  D'ailleurs  à  ce  moment  le  point  A, 
aura  passé  à  l'infini  :  cette  trace  sera  donc  devenue  parallèle  à  NB. 
i^e  point  (^  est  ainsi  l'intersection  des  deux  droites  /iQ,  GQ,  qui 


sont   dcfinios,  comme  on  le  sait,  quand  Taxoide  li\e  du  svslème 
l'est  également. 

Si  maintenant  nous  avions  un  deuxième  point  J\|  sur  le  co- 
noïde,  et  qu'on  voulût  déterminer  son  plan  tangent,  il  suffirait  de 
répéter  la  construction  en  menant  par  n^  une  parallèle  à  ml  jus- 
qu'à sa  rencontre  avec  GQ  en  Q,,  qui  appartient,  d'après  ce  qui 
précède,  à  la  trace  du  |)lan  tangent  cherché. 

Je  dis  maintenant  que,  si  nous  avions  pris  un  point  P  quel- 
conque sur  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  en  N  au  conoïde, 
les  droites  /iP,  PG  auraient  pu  jouer  le  même  rôle  que  Q/i 
etGQ. 

En  effet,  nous  savons  que  le  conoïde  proposé  est  la  limite  de 
tous  les  systèmes  qui  ont  même  axe,  mêmes  points  et  mômes  ])lans 
axiaux.  Rien  donc  ne  s'oppose  à  ce  que  nous  définissions  com- 
plètement le  svstème  en  ajoutant  à  ces  données  deux  directions 
absolument  arbitraires  pour  MQ  et  GQ,  sous  la  condition  unique 
que  les  parallèles  à  ces  deux  directions,  menées  par  n  et  G  respec- 
tivement, se  coupent  quelque  part  sur  la  trace  horizontale  du 
plan.  Il  serait  aisé  d'ailleurs  de  le  démontrer  en  comparant  entre 
eux  deux  triangles  qui  sont  semblables  et  qui  résultent  de  la 
double  construction. 

De  là  la  proposition  suivante  : 

Un  conoïde  droit  étant  donné  et  NB  une  génératrice,  au 
point  N  de  laquelle  on  connaît  son  plan  tangent,  au  point  n 
qui  représente  sa  projection  sur  le  plan  principal  qui  sert  de 
plan  de  projection  et  au  point  principal  Q  joignons  un  point 
quelconque  P  de  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  en  N; 
si  ensuite  on  veut  déterminer  le  plan  tangent  en  N(,  on  mè- 
nera une  parallèle  par  sa  projection  n,  à  la  direction  Vn  jas- 
rpCà  sa  rencontre  avec  GP,  et  le  point  P,  cV intersection  appar- 
tiendra à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  cherché. 

i6.  Nous  pourrions  maintenant  compléter  l'étude  des  plans  aux 
axoïdes  variants  par  diverses  remarques  intéressantes  au  point  de 
vue  géométrique,  mais  nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  sui- 
vantes : 

i"    Toutes    les    tangentes    des   courbes   d' intersection    (Tun 


sjslè/nc  de  variants  p((r  i//i  cône  variant  étant  parallèles, 
toutes  les  courbes  ainsi  déterminées  sont  ho  nio  thé  tique  s  par 
rapport  au  sommet  du  cône. 

2"  7\)us  les  plans  variants  aux  points  correspondants  déter- 
minés par  une  génératrice  conique  se  coupent  suivant  une 
même  droite,  et  ainsi  leurs  traces  forment  un  système  rayon- 
nant. On  obtiendra  le  centre  en  menant  par  G  une  parallèle 
à  /iQ  et  en  la  prolongeant  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la  trace 
du  plan  tangent  au  conoïde  en  N. 

17.  Revenant  à  notre  objet  essentiel,  nous  savons  que  deux 
surfaces  gauches  se  raccordent  quand  elles  ont  deux  plans  tan- 
gents communs  en  deux  points  d'une  génératrice,  ainsi  que  la 
même  surface  directrice.  Donc,  si  nous  définissons  une  surface 
gauche  par  deux  courbes  et  un  plan  directeur  adopté  pour  plan 
de  projection;  comme  nous  savons  en  outre  qu'un  des  plans  tan- 
gents sera  perpendiculaire  au  plan  de  projection,  si  le  point  de 
contact  de  ce  plan  était  connu,  un  conoïde  droit  ayant  une  des 
deux  courbes  pour  directrice,  même  plan  directeur  et  pour  axe 
la  perpendiculaire  au  plan  issue  de  ce  point  de  contact,  serait  de 
raccordement,  la  deuxième  directrice  serait  donc  tangente  au  co- 
noïde au  point  où  elle  coupe  la  génératrice  commune.  Or  il  ré- 
sulte du  n"  15  que,  lorsque  l'on  connaît  deux  plans  tangents  sur 
une  génératrice  d'un  conoïde  droit,  on  peut  toujours  mener  une 
droite  QQi  passant  par  le  pied  de  l'axe.  En  appliquant  cette  con- 
struction dans  le  cas  présent,  on  pourra  donc  déterminer  le  pied 
de  l'axe  du  conoïde,  c'est-à-dire  le  point  du  contour  apparent  delà 
surface  gauche,  projection  du  point  de  contact  du  plan  normal 
au  plan  tangent  à  l'infini  situé  sur  la  génératrice  considérée. 

L'analogie  entre  la  méthode  particulière  actuellement  et  la  mé- 
thode générale  ci-dessus  exposées  est  absolue.  A  ce  point  de  vue 
on  peut  considérer,  comme  un  annexe  du  théorème  du  n"  14,  l'é- 
noncé suivant  : 

Lhie  surface  gauche  à  plan  directeur  étant  donnée  et  celui- 
ci  choisi  comme  plan  de  projection,  si  Von  projette  les  points 
de  contact  M  et  M,  de  deux  plans  tangents  sur  le  plan  direc- 
teur, après  avoir  déterminé  les  traces  sur  ce  plan  de  ces  deux 
plans  tangents,  et  si  par  m  et  /nt  leurs  projections  respectives, 
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on  mène  doux  (Imites  parallèles  et  de  direetion  ai  liili<ilre, 
pi-olongées  jiisquà  leur  reneontre  en  l  e/ 1,  avee  les  traees,  le 
point  01/  la  droite  1I|  coupe  la  droite  mni^  est  la  profcetion  du 
point  de  contact  du  jilan  tancent  normal  au  jdau  directeur, 
c est  par  conséquent  le  plan  central. 

18.  Si,  au  lieu  d'une  surface  gauche  à  pian  direclciir,  on  avail, 
sur  une  surface  gauclie  quelconque,  une  génératrice  parallèle  au 
plan  de  projection,  la  construction  s'appliquerait  à  condition  do 
s'être  assuré  à  l'avance  que  le  plan  tangent  est  parallèle  au  plan 
horizontal.  Lorsque  la  surface  directrice  sera  connue,  l'ambiguïté 
n'existera  pas,  mais  il  n'en  sera  plus  de  même  si  la  position  de  la 
génératrice  est  définie  par  trois  directi'ices ,  par  exemple.  Or  la 
construction  précédente  permet  de  reconnaître  le  parallélisme  au 
plan  horizontal  du  plan  tangent  à  l'infini  lorsqu'il  existe. 

En  effet,  si  l'axoïde  défini  ci-dessus  se  raccorde  efTectivenient, 
ce  qui  n'a  lieu  que  quand  le  plan  langent  à  l'infini  est  parallèle  au 
plan  horizontal,  la  troisième  directrice  a  sa  tangente  comprise  dans 
le  plan  tangent  à  l'axoïde  en  son  point  d'intersection  avec  la  géné- 
ratrice et,  en  particulier,  la  trace  de  cette  droite  apr^rlient  à  la 
trace  de  ce  plan.  La  construction  toujours  facile  de  l'axoïde  don- 
nera donc  immédiatement  la  solution. 

19.  Les  constructions  relatives  au  conoïde  permettent  de  cal- 
culer facilement  le  paramètre  de  distribution  sur  la  génératrice 
d'une  surface  gauche. 

Nous  remarquerons  en  elTet  que,  pouvant  toujours  construire  un 
conoïde  de  raccordement  à  une  surface  gauche  le  long  d'une  de  ses 
génératrices,  il  suffit  de  faire  l'étude  sur  un  conoïde. 

Soient  donc  N  et  N,  deux  points  d'un  conoïde  appartenant  à  la 
génératrice  NB,  en  lesquels  nous  connaissons  le  plan  tangent  à  la 
surface.  Nous  nous  donnons  l'axe  et  dans  l'établissement  des 
lignes  auxiliaires  n\,  IG  qui,  d'après  les  constructions  du  n"  15, 
servent  à  déterminer  les  plans  tangents,  nous  supposons  que  la 
droite  mobile  n\  est  normale  au  plan  axial  de  la  génératrice  NB. 
La  droite  fixe  GI  est  ainsi  la  diagonale  d'un  rectangle  «IRG, 
que  nous  pouvons  construire,  et  si  nous  joignons  RB,  l'angle 
GBR  =  a  sera  l'angle  plan  du  dièdre  formé  par  le  plan  tangent  à 


la  surface  en   N  avec  le  plan  axial  choisi  pour  plan  origine.  Une 
(îonsti'iiclion    analo<;ue     pernictlra     de     délerniincr    l'angle     plan 
GBH,  =  a,  du  plan  langent  en  Nj  avec  le  plan  axial. 
Ceci  posé,  on  aura  évidemment 

tanga  ni  a 

tangai        n^li        a^ 

en  posant  a  =  nG  et  «,  =  /«,  G  et  en  convenant  de  considérer 
ces  longueurs  comme  positives  ou  négatives,  suivant  le  sens  dans 
lequel  elles  sont  [)ortées  à  partir  du  point  G. 

Appelons  maintenant  A  la  distance  à  l'origine  du  point  de  con- 
tact de  la  tangente  pour  laquelle  a,  =  45"  et  par  suite  tanga,  =  i  ; 
on  aura  l'expression  bien  connue 

a 
tanga  =  -• 

20.  Sans  nous  arrêtera  discuter  cette  formule,  nous  nous  pro- 
poserons maintenant  cette  question  : 

Connaissant  trois  plans  tangents  à  une  sur/ace  gauche  en 
trois  points  d'une  génératrice,  déterminer  la  position  du  point 
centrCil. 

Soient  : 
M,  M,,  Mo  ces   trois  points  énumérés  dans  leur  ordre  de  succes- 
sion sur  la  génératrice  considérée  ;  on  se  donne 

MM2  =  ck  ; 

0,  l'angle  des  plans  tangents  en  M  et  M,  ; 
Oo  l'angle  des  plans  tangents  en  Met  M2. 

Désignons  enfin  par  x  la  distance  du  point  M  au  point  central, 
par  A  le  paramètre  de  distribution  et  enfin  par  0  l'angle  du  plan 
tangent  en  M  avec  le  plan  central. 

On  pourra  écrire 

se 
tanfïo  =  -  , 

tan<î(o-hai)  = 

tan"(o  -f-  02)  = 


X  -j- 

d, 

A 

a?  + 

di 

-    i8  — 
(1(!  CCS  rclallons  on  ùrc. 


lanp;o,= 


A2-f-  x{x  -{-cil) 


on  encore 

(I) 

y^-{-  x{x  ■+■  di)=  di  cotoi  X  A, 

.„„„?                  r/,  X  A 

ou  encore 

(2) 

\^-{-  x{x  -{-  d^)  =  d=i  cot  di  X  A 

retranchant  (i)  de  (2)  membre  à  membre,  on  obtient  finalement,  en 
divisant  le  résultat  par  A, 


^  X  c/.>  C0t09  —  f/i  COt3| 

taniro  =  -  =     ' 


A  di  —  dx 

une  construction  graphique  permettant  de  construire  tango,  cet 
angle  sera  par  cela  même  déterminé,  et,  une  fois  connu,  le  plan 
central  pourra  être  construit  à  son  tour. 

21.  Cette  détermination  achève  de  nous  permettre  la  construc- 
tion du  plan  tangent  aux  surfaces  gauches  dans  le  seul  cas  où  nous 
n'avions  pas  pu  le  résoudre  sans  un  changement  de  plan  de  pro- 
jection :  c'est,  on  se  le  rappelle,  dans  l'hypothèse  où,  la  génératrice 
considérée  étant  parallèle  au  plan  de  projection  et  déterminée  de 
position  par  trois  directrices  quelconques,  on  a  reconnu  que 
son  plan  tangent  à  l'infini  n'est  pas  parallèle  au  plan  de  projection, 
sans  que  pourtant  sa  position  soit  connue.  Une  fois  ô  déterminé, 
en  effet,  une  rotation  des  trois  plans  tangents  autour  de  la  généra- 
trice, égale  à  l'angle  du  plan  central  avec  le  plan  normal  au  plan 
horizontal,  nous  ramènera  à  la  construction  du  conoïde  et  nous 
n'aurons  plus  qu'à  replacer  les  résultats  dans  leur  position  réelle 
par  une  rotation  égale  en  sens  inverse. 

Les  considérations  qui  précèdent  ne  sont  pas  les  seuls  résultats 
qu'on  puisse  tirer  de  l'étude  des  surfaces  variantes  ;  nous  espérons 
le  montrer  dans  une  prochaine  Communication. 
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Sf/r  les  courbes   iiniciii-s<ilrs ;   par  M.    ii.    ([imbeiît. 

(Si'-anco  (lu   ')  l'chrior   t88.T.) 

En  coordonnées  homogènes,  une  courhe  unicnrsale  de  degré  n 
est  reprcsenlée  par  des  équations  de  la  forme 

(   ^i=fi(n  =  fr,./"^rti/"-'-^...^«/M 
(I)  <    .r.2=f.2(()  =  />„/"-4-.... 

(  .r:,=/;,(0==  r„("^.... 

^  étant  un  paramètre  variable,  r/n,  ...,Co,  ...  des  constantes. 

Réciproquement,  toute  courbe  représentée  par  des  équations  de 
la  forme  (i)  est  e/)  i^rnérnl  de  degré  n  et  de  genre  zéro;  mais, 
dans  certains  cas,  son  degré  peut  être  diflerent  de  n. 

L'étude  de  ces  cas  particuliers  est  liée  intimement  à  celle  des 
courbes  adjointes  de  la  courlie  proposée  :  on  sait  qu'on  nomme 
courbe  adjointe  d'une  courbe  S  toute  courbe  qui  passe  par  les 
points  doubles  de  S,  ou,  plus  généralement,  toute  courbe  qui  a  un 
point  multiple  d'ordre  p  —  i  en  tout  point  multiple  d'ordre  /y 
de  S. 

Cela  posé,  les  questions  que  nous  nous  proposons  de  traiter  sont 
les  suivantes  : 

i"  Etant  donnée  une  courbe,  S,  de  degré  /?,  représentée  par 
les  équations  (i),  former  V équation  de  cette  courbe  et  celles 
des  courbes  adjointes  de  degrés  n  —  'i  et  n  —  i  ; 

2"  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  sufjîsantes  pour 
qu'une  courbe  représentée  par  des  équations  de  la  forme  (1)  ne 
soit  pas  de  degré  n,  et  exprimer  ces  conditions  en  fonction  des 
coefficients  qui  figurent  dans  les  équations  (1). 
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I, 


J^'i''(|uation   (h;    la    coiiiljc  S,  rcprcsciili'f  par  l(;s  l'-cjiialions  (i», 
s'oblicnt  en  éliminanl  t  entre  les  deux  «'qualions 


-^1         /i(0        -^1         /i(0 

Nous  arriverons  à  cette  équation,  et  en  même  temps  à  celles 
des  courbes  adjointes  de  degrés  n  —  i  et  n  —  i  par  le  procédé 
suivant. 

Les  trois  polynômes /',(/),  yo(/),  /;,(/)  sont  linéairemenl  indé- 
pendants, sinon  la  courbe  S  serait  une  droite,  cas  sans  intérêt  que 
nous  excluons.  On  peut  alors,  d'une  inlînité  de  manières,  former 
[n  —  2)  polynômes  de  degré  n  en  /  ;  f ',{/),  fr,{i),  •  •  •  •.  J„+i{t), 
tels  qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  et  homogène,  identique 
en  /,  cmrc  J\(t),  f.{t),  /,{t),  /,(/),  ...,/„^,{t). 

Soient  ainsi  posés 

fi{t)     =a^t"-^ait'i-^^...^a„, 
/•At)     =d^t"  —  .... 


/:,+,(0=  ^i>t" 


Résolvons  ces  équations  par  rapport  aux  (/i^-i)  quantités 
t",  t"'^\  ...,/,,  i  que  nous  désignerons  respectivcmenl  par  t„, 
/„_,,  ....  /,,  /„  ;  nouà  aurons 

'  fi      =0,/,+..., 

Remarquons  maintenant  que  les  quantités  /„,  t,i  f,  .  . . ,  /„  sont 
liées  par  des  relations  du  second  degrr,  tie  la  lorme 

l,tj=   tlJl: 


—  :;i  — 

où  1  (»ii  a 

car  les  deux  protluils  considérés  sont  égaux  à  /'+/. 

Ecrivons  toutes  ces  relations  en  plaçant  sur  une  même  ligne  ho- 
rizontale les  produits  fi  fj  pour  lesquels  la  somme  i+f  est  la 
même:  nous  lormons  ainsi  le  Tableau  suixant  ; 

*/t  f/l  -2  ^^=   '/5     1  > 

f  n  fii—3  ^^  f  n  —  \  tn—ïi 


f  n-l  fo        =  (n—lfl  = 


'îfo=ti. 

Le  nombre  de  ces  relations  se  détermine  comme  il  suit. 

Le  Tableau  précédent  renferme  2n  —  3  lignes  horizontales  ;  il 
contient  une  et  une  seule  ibis  les  pi^oduits  titj  (i  et  y  étant  diffé- 
rents ),  sauf  les  })roduits  t„(„^t  et  /,  /„  qn'  "v  (igurent  pas;  il 
contient  de  même  tous  les  carrés  tf,  sauf  /";;  et  t';^.  Il  contient  donc 
un  nombre  de  termes  égal  à 

m  n  —  ]  ) 

^  (  /i  -f- 1  )  —  4  • 


Le  nombre  des  relations  du  second  degré  qui  tient  ///,  .  ..,  /« 
et  qui  sont  toutes  écrites  dans  le  Tableau  est  évidemment  égal  au 
nombre  précédent  diminué  du  nombre  des  lignes  horizontales, 
puisque  le  nombre  d'équations  que  contient  une  ligne  est  égal  au 
nombre  des  produits  ////  qu'elle  renferme,  diminué  de  un. 

Les  relations  du  second  degré  entre  f„,  („_,,  ...,/,,  /(,  sont  donc 


égales  en  nombre  à 


'^^±U(n  +  ,)-.i-(.n-3), 


c'est-à-dire  à 


Observons  de  plus  (pic  les premiers  mcndjres  de  ces  re- 


(i) 


—  î)2  — 
liilidiis,   mises  sons  la  foriiic 

l/i  t,i~Z  "  '  f/i—i  f n-i  ^^  O» 
tut „-!^     -  t ,,-xt II    :j  =  O, 

1     ' n  f  n      i  f  II      ^  —--   *' * 


\    t,la        —f]  =  o, 

soiil  riiiraircmeiil  iiKk'|ien(Janls  par  rapporl  aii\  quantilés  /„, 
/„_,,  ...,  /,,  /„  :  oïl  d'autres  termes,  en  comhinant  linéairement 
CCS  équations,  on  n'obtiendra  jamais  une  identité  en  t,,,  t„  ,,  ...,  /„. 
Cela  posé,  remplaçons  dans  les  é(|ualions  (.i)  /„,  /„_),  ...  par 
leurs  valeurs  en  (onction  linéaire  et  homogène  de  /i,/o,  . .  .  ,f,i+t, 

tirées  des  relations  (>.  ),  nous  obtiendrons  ainsi  — ^ relations 

du  second  déféré  en  /,,/:>,..., /«+i ,  que  nous  appellerons,  à 
cause  de  leur  importance  dans  la  théorie  qui  va  suivre,  Uin  (k/U(t- 
tioiïs  fonda tncn  1(1  les. 

Ces  équations  sont  de  la  forme 

Rvv./I  - -  'l'2.A  -^ =  ^^2, 

5 

l^;i/!  +  Uôfji- +♦!>»(» -n/i+ =£>„,„_,, 

2  2 

A-,.,,  . .  . ,  A,,/^(^//_(_i ,  Bu,  Lu,  ...  sont  des  constantes; 

<!>,,  M*,,  Xj,  <I>o,  ...,  fI>„o,-i,,  .••  des   polynômes   homogènes  de 

degré  un  en  /\,  /.,  /;,  ; 
lii,  IL,  ...,  12„,„„  „  des  polynômes  homogènes  de  degré  deux  en 

Quelles  que  soient  les  équations   primitives  (i)   d'où  l'on  est 
parti  (pourvu  toutefois  qu'elles   ne  représentent  pas  une  droite), 

I  'I  1  '  •  .  n-  1-  ,  n(n  —  i)  , 
on  arrivera  par  la  méthode  ([u  on  vient  cl  indiquer  a  équa- 
tions de  la  forme  (4),  dont  la  considération  va  nous  per- 
mettre de  reconnaître  si  la  courbe  S  est  ou  n'est  pas  de  degré  n. 
INIais,  quelque  soit  le  degré  de  cette  courbe,  c'est-à-dire  quels  que 
soient  les  coefficients  r^y,  .  .  . ,  a,/,  Z^,,?  •  •  •  ,  Co,  .  . .  des  équations  (i), 


-  ri;î  — 

los  loiiclions  de  y,,  J>iJ.\  qui  ligurctil  dans  les  iclal  ions  (4) 
jtniissenl  de  pro[)riété.s  générales  que  nous  allons  d'abord  ex.- 
[)Oser. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  cjui  a  été  dit  à  propos  des  rela- 
tions (.))  (pie  les  équations  (4)  sont  linéairement  indépendantes 
par  rapport  aux  quantités  /i,/o,  ...,/„_^,,  c'est-à-dire  qu'en  les 
(;ond)inant  linéairement  on  n'arrivera  jamais  à  une  relation  iden- 
li(iuc  en  /,,/.,  .  .  .,/",,. 

IL 

Si  Ton  élimine  entre  les  équations  (4)  les  quantités  /'■,■,/;  f„,  ■■-, 

I           ,      (  «  —  9.  )  (  «  —  3  )  ,    . 

J  n^\i  4"^    sont  au   nombre   de  — — — \- n — a,  on  obtient 

,     ,      ,   ni  n  —  \)        (  «  —  2  )  C  rt  —  3  I         ,  ^      ,     .    ,     , . 

en  gênerai -_ ■_ -(«  —  2),  c  est-a-dirc/<  —  i 

équations  de  la  (orme 


(•) 


Oo/v         -f- =  OJo, 

'f '(-1  ./i  "" "*"  7."  -ijii+l  =  W/i  -1? 


où  Ci,  'il,  ...,'/    sont  des  polynômes  homogènes  de  degré  un,   on 
/i)  /lm  /■!,  et  co  des   polvnomes  homogènes' de  degré  deux  en  J\, 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  équations  (5)  peuvent  être  en 
nombre  supérieur  à  n  —  i  (cela  arrivera  par  exemple  si  Jl  ne 
(igurc  pas  dans  les  relations  fondamentales)  ;  mais  elles  ne  peuvent 
être  en  nombre  inférieur,  car  pour  cela  il  faudrait  que  les  équa- 
tions (4)  ne  fussent  pas  linéairement  indépendantes  par  rapport 
aux  quantités  /, ,  f.2,  /;,,  .  . .  ,  //,^, . 

En  résolvant  (/t  —  2)  des  équations  (5)  par  rapport  aux  (//  —  ■>, ) 
quantités  /',, /j,  . . . ,  /«-i-i  qui  v  entrent  au  premier  degré,  on  ob- 
tient des  relations  telles  que 

(G)  A/,=  F,;     Ay^r=l'5;     ...,     \/n+i  =  ¥a+u 

où  A  est  un  polynôme  de  degré  /i  —  ?.  i-i^fi,  J'-iif:\\  F.,,  .  . . ,  î'',/^i 
des  polynômes  d<.'  degré  n  —  i  en  /, ,  J>,J.\. 

On    a    par   exemple,  si    1rs   cipialions  résolues  sont    les  (/?  —  p.) 


:ii  - 


premières  des  (;(|iKilion.s  (5), 


■fil     2 


Va 


/." 


1' .  = 


Vi 
,1 


y//-2 


•/.i 


X"     -2 


ïlemplaçons  dans  les  polvnùmes  A  et  F,/i ,  fi,  J ■.\  [)iH"  .ri,  x-,.  .r;,, 
et  considérons  les  courbes  représentées  [)ar  les  é(]ualions 

A(.r,,  .r-i,  x^)  =  o.     F(.r|,  x^.  .r;(  )  —  o. 

Elles  jouissent  d'une  propriété  importante. 

Théouème.  —  Los  courbes  représentées  j)(tr  les  équations 
A  =  o,  F  =  o  sont  des  courbes  adjointes  de  la  courbe  S,  référé- 
sentée  par  les  équations  (i). 

Soit,  en  efFet,  A  un  point  multiple  de  S.  un  point  triple  par 
exemple.  Désignons  par  a,  Jii,  y  les  trois  valeurs  correspondantes, 
du  paramètre  /;  on  aura,  en  les  supposant  différentes. 


il] 


/i(?)  =  ></i(^>.    ^(7)=-  :^/"i('^), 

/3(P)  =  À/3(a),    /3(7)-  a/3(ai. 


y.  et  pi  étant  deux  constantes.  11  s'agit  de  prouver  que  les  courbes 
A  =  o,  F  =  o  passent  par  A  et  y  ont  un  point  double. 

Considérons    à   cet  effet  les   (/?  —  ?.)  équations  (5)  que    nous 
avons  résolues  pour  obtenir  les  équations  (6  ) 

(  5  )  '■?/  .A  —  't'/.  A  —  ■■■+  y.if»+i  ^  w/     [i=\,  ■>.,...,  (  n  —  2,)J , 

et  posons 

c5/(a)...  désigne  ce  que  devient  la  fonction  '^i\^f\{l),f-i{,i)ij:i{t)\ 
pour  /  :=  a. 

On  a  évidejnment 


en  vertu  de  (  ;j;. 
On  a  éffalemcnl 


?/i>,'/i<?.)  +  - 


(  )r  ':j,  est  un  polvnomc  du  pi-emier  degré  en  /,  (/),  /o(f),  J'-.iit)  ; 
(.),  un  |)olvriùmc  du  dciixirme  degré  en /,(t),  /..(t),  J-i{t). 
On  a  donc,  en  verlii  de  (7  ), 

»,•(  ^  )  =  À  'f /(  X  ),     w/(  p  )  =  À2  w/ (  a  ). 
Par  suite 

Donc  enfin  il  vient 

et  de  même 

Si  donc  on  pose 

l\(t)     ^.f,(0/i(^)-'^i(=')/i(0,     [/  =  i,'i,  ...,(«- ■2)]; 

l'«-l(0=/2(0/l(^)  -/2(»)/i(0. 
P„(«)     =/3(O/,(a;-/3(a)/i(0, 

les  Ai  polynômes  P,,  . . . ,  P^  de  degré  n  en  t  s'annulent  pour  t  =  7., 
;=  ^,  izz=  Y  en  vertu  des  relations  (7)  et  (8);  ils  s'expriment  par 
suite  en  fonction  linéaire  et  homogène  de{n  —  '.i)  polynômes  de 
degré  n  en  t;  en  d'autres  termes,  ils  sont  liés  par  deux  relations 
linéaires  et  homogènes  de  la  forme 

'«'  l/>,p, -/.«K- =  0. 

où  ni^,  .  . .  ,  p\  ...  sont  des  constantes. 

Ces  deux  relations  sont  identiques  en  ;,  c'est-à-dire  identicjues 
par  rapport  aux  quantités  ;„,  tn^\.  •  •  • ,  ^0  ou,  ce  qui  revient  au 
môme,  par  rapport  à  /", ,  /^,    .  .  . ,  J „Jt-\  • 

Or/2  ne  figure  que  dans  P,,.,  ;  /^  que  dans  P,,.  On  a  donc 

Écrivons  maintenant  que/, , /i,  ...,/«+)  disparaissent  dans  la 
première  relation  (9);  il  vient,  en  remarquant  que  ^,  (a)  =  to,  (a  ), 

l  nii  'f  i(  a)  -t-  m.20.2(ct.)  -I-.  .  .-!-  "'«—2  '■f/i-2(2c)  =  o, 
(10)  '   /ni'hi(oi.)-^~ ==  o, 


"> r/,  1  ( y- )  -I-  "i î 'ii{ y-)  -'r .  ■ . -\-  m „ _ 2  /n  2 (^ j 
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On  a  des  é(|iuilions  analof^ues,  en  i'ciii|)laranl  /;?,,  ...  par/^i, 
On  en  conelul  aisément  que  le  délerniinanl  d'ordre  n  —  2 


A(a) 


i    '^n~i(^) 


■L,(a) 


/' 


Cai 


■/a-li'^') 


est  nul,  ainsi  (|ue  tous  ses  mineurs  d'ordre  {n  —  3),  qu'il  en  est  de 
même  des  délerminanls  obtenus  en  remplaçant  une  colonne  du 
précédent  par  la  colonne 

(0 1  (  a  ), 
(ij^(  y.  I, 


el  que  les  mineurs  d'ordre  n  —  3  des  [)récédents  sont  également 
nuls. 

Ces  résultats  suffisent  pour  démontrer  le  théorème  que  nous 
voulons  établir. 

En  effet,  la  relation  A(a)  =  o  montre  que  la  courbe  A(x,,  x.^,  x-^) 
passe  par  le  point  triple  A  de  la  courbe  S.  Je  dis  qu'elle  y  a  un 
point  double.  En  effet,  les  constantes  /??, ,  /;?o,  . . . ,  m«^2>  q»'  figu- 
rent dans  les  relations  (9)  et  (10),  ne  sont  pas  toutes  nulles  à  la 
fois,  d'après  l'hypothèse  même  qui  a  permis  d'écrire  les  équa- 
tions (9).  Supposons  que  ;??,  ne  soit  pas  nul.  On  peut  écrire 


nii'^i  —  ni^'^i  -T-...-1-  in,i-2'^n-i 


nii  A  = 


?/!  — 2 


'^n-ï 


7.2 


ou,  en  ordonnant  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  ligne, 

m^Mxi,x.2,x^)  =  ZWiXi,  X,,  X:i){mi'^i{xi,  Xi,  T-i)-^  îm'^.i{  xi,  x.,Xi)  -i-...]. 
Or  la  courbe 

/«l  (52 -r-  /«3  O2  -r- .  .  .  =  n 

est  une  droite  qui  passi-  par  le  poini  A,  puisque,  d'après  les  équa- 
tions (i<>),  on  a 


-  37  - 

la  coiirhc  lÀ  =  o,  dr.  dv^vé/i  —  ^,  passe  éj^alcnictil  parce  poiiil, 
puisque  la  qnanllLé  H  [./ 1  (  *)? /^(^O' .A(^-)]  ^^^  ^"'  "^'^^  (lélerniiManls 
mineurs  d'ordre  (n  —  3)  du  déterminant  A(a),  et  est  nulle,  d'après 
ce  qui  précède. 

H  en  résulte  (pie  la  conrhe  A  :=  (»  j)asse  par  A.  et  y  a  un  point 
double. 

La  démonstration  est  la  même  pour  les  courhes  F.      c.  o.  v    d. 

Si,  au  point  A,  deux  branches  de  S  avaient  même  tangente, 
deux  des  quantités  a,[j,  v,  les  deux  premières,  par  exemple, 
seraient  égales.  On  aurait  en  ce  cas,  en  désignant  \)av  fil )  la  dé- 
rivée de  fit), 

/■;(aj  =  À/i(a), 

/;(a)  =  À /a*  a), 

On  donnerait  du  théorème  proposé  une  démonstration  ana- 
logue à  la  précédente,  en  montrant  que  les  l'onclions  P,,  .  .  . ,  P„ 
s'annulent  pour  t  =  v,  et  ont  la  racine  double  y.. 

ni. 

Avant  d'entrer  dans  des  explications  plus  détaillées  au  sujet  des 
courbes  adjointes  et  d'appliquer  les  considérations  précédentes 
à  la  courbe  S,  représentée  par  les  équations  (i)  et  supposée  de 
degré  n,  nous  chercherons  dans  quels  cas  cette  courbe  peut  être 
de  degré  inférieur  à  n. 

La  courbe  S 

Xi==/i{t),       X.2=/.2(t),       Xi=fi{l) 

est  coupée  j)ar  la  droite  a^3c^  +  «o-^a  +  ^^s-^.i  =  <>  «^'^  <^'l's  points 
dont  les  arguments  vériilent  l'équation 

(II)  n\f\'<t.)  —  «2/2(7»  —  fi-if-At)  =  "• 

Cette  équation  a  n  racines;  la  courbe  coupe  donc  S  en  n  points, 
et  cette  dernière  courbe  est,  en  général,  de  degré  n.  11  n'y  a  que 
deux  cas  d'exception  : 

1"  A  une  ou  à  j)lusieurs  des  ra('ines  de  l'équation  (1)  ne  cor- 
respond aucun  point  de  8;  en  d'autres  termes,  les  (onctions  /,, 
/j,  /-j  s'annulcnl  pour  la  valeur  de  /  considérée.  En  ce  cas,  /,(/), 


—  -iS  - 

/■>{t)->  J'iij  I  oui  /•  zéros  communs  0, .  0.,  .  .  . ,  0/,,  cl  en  divisanl  ces 
trois  polvnùnies  par  le  prochiit  (/  —  ^U){1  —  O^i  .  . .(  /  —  Oaj,  ou  oI)- 
lienl  des  qiiolienls  enliers  /'j , /^.  /^^  de  degré   n  —  k.  I^a  courhe 

est  évidemment  identiqne  à  la  courhe  S,  et  son  degré  est  n  —  /»•, 
en  général. 

'.>."  :V  plusieurs  des  racines  de  1  écpiatioii  (  i  i  i  coircspond  le 
même  point  de  S;  en  d'autres  termes,  /  et  //  (•tant  deux  de  ces 
racines,  on  a 

_/■]  (  u  )         /■.,  (  //  I  /',  (  U  I 


fl(t)  J2{t)        '    J\{t) 

(K)  /   avec 

«1  /,  (  u  )  -r-  «-2/2  (  "  )  —  «3  A  l  "  )  =  O, 

Les  é([uations  \\'>-)  doivent  avoir  lieu,  qu(ds  que  suient  (i\, 
a.t,  rt:i  ;  ])ar  suite,  que!  que  soit  t^  on  doit  pouvoir  trouver  une  va- 
leur w,  différente  de  f,  telle  que  les  équations 

/i (  u  )  _  /2 (  U  )  _  fsdn 

Ain  ~  f-2(.t)  ^  Mt) 

soient  satisfaites. 

En  ce  cas,  à  un  point  de  S  correspondent  plusieurs  valeurs  du 
paramètre  t,  et  la  courbe  est  une  courbe  de  degré  inférieur  à  n, 
comptée  plusieurs  fois. 

Supposons  qu'on  ne  se  trouve  dans  aucun  de  ces  deux  cas 
d'exception  :  la  courbe  S  sera  de  degré  n. 

Formons  les  équations  (4)  et  les  équations  (0);  ces  dernières 
sont  de  la  forme 

(5^  ,^  '■e2/i  — -  7.2.A+1  =  w,, 

Elles  sont  au    nombre  de  { ii  —  1)  au   moins,  comme  nous  lavons 
vu  plus  liaul . 


-  afl  — 


Posons 


A, 


'fi 

<f3 


9:i 


^„^\        ■  ■ 


'f  1 

7.» 


?i 


?2 


7.1 

7.2 


Les  rourhcs  A,  (x, ,  j;^» -^^s)  =  o,  ...,  A„_,  (>, ,  x-j,  J?:,)  =  o  .  de 
(iegré  n  —  2,  sont,  comme  nous  l'avons  vu,  des  conrbes  adjointes 
de  S.  Nous  allons  démontrer  qu'aucune  des  fonctions  A,,  A^,  .  •  • 
n'est  identiquement  nulle. 

Remarquons  d'abord  que,  si  la  tbnclion  A,,  par  exemple,  était 
identiquement  nulle,  elle  le  resterait  si  l'on  y  remplaçait  /,,  /2,,/:t 
])ar  des  Ibnctions  linéaires  et  homogènes  de  /'j,  /!,,/.',,  telles  que 


(i3) 


fi  =  Cl/;  -H  — 


Le  déterminant  de  celle  substitution  étant  supposé  difterenl  de 
y.rro,  on  aura 

A  =  «'l  /l  -^  ^^2  fi  —  «3  fi  - 


/('/"'/i  ^o"t  ^^^  polynômes  de  degré  n  en  t;  si/i(t),/.,{t),f-3{t} 
n'ont  aucun  zéro  commun,  ce  que  nous  supposerons  puisque  S 
est  de  degré  ti,  on  pourra  choisir  les  constantes  «', ,  a'.^,  «',,  . . .  ,  de 
façon  que  les  fonctions  f[{t),  f!Aj)-,  fi{t) ,  prises  deux  à  deux, 
n'aient  aucun  zéro  commun. 

Supposons  maintenant  que  A,   soit  nul  identiquement,  et  rem- 
plaçons, dans  les  équations  (j  ), /, , /o  el  A  par  leurs  valeurs  en 


—  (iO  — 

loilChoil    *'<'  ./,^  y  .;  ./:,•     ^^«"■'^    foilClloilS   (JollIlCIll 

cil  (K'-sij^iianl   par  A',  cl  F'j  ce  que  devieniienl,  apiès  la  .siiljslilii- 
liuii  (i)),  les  (léLerniinants  A|  et  F.,,  élanl  posé 


Fi  = 


w 


2  ?2 

W3  <^3 


Z2 
7.3 


La  relation   précédente,  où  A',  est  nul  identiqueinenl,  entraîne 

la  relation 

F'^  =0     ou     Fi  =  o. 

Cette  dernière  équation,  de  degré  n  —  i  en /", , /"j ,  /":,,  doit  être 
une  identité  par  rapport  à  /\,J\>,J:i,  sinon  l'équation  F-,  =  o  serait 
l'équation  de  la  courbe  S,  ce  qui  est  inqjossible ,  jniisque  cette 
courbe  est  de  degré  n. 

De  même  les  déterminants  obtenus  en  renq^laçant  une  coloune 
de  A|  par  la  colonne 

W3, 


seront  Identiquement  nuis. 

Écrivons  les  équations  (j)  en  remplaçant/, ,  /o,  /;(  par  leurs  va- 

j      ?'l  A     -^  'fl  /s  ^-  •  •  •  -+-    7/1  fn+l     =  W,  , 

:••■;. ....y...^..., 

Les  déterminants  A',,  F,_,  .  .  .,  c'esl-à-dire 


^2 
?3 


'^'^ 


72 
73 


et 


'V.         •■•        X2 

7./i  - 1 


étanl  identiquemenl  nuls,  les  coefficients  de  la  plus  haute  puissance 
'\v  J^.  dans  chacun  d'eux,  seront  nuls.  Il  en  résulte  aisément  qu'on 


—  (il 


pourra,  en  coiiihiniml  liiK-aircmcnl  les  (/?.  —  >  i  dcnilrrcs  (l<;s  c<iiiii- 
llons  (;")  his),  (iiirc  (lis|);ir;iilrc /j'  des  cocClicieiils  de  /'.,,/',,  ...,  f|,_^^ 
cl  /',-  du  socond  membre  de  la  rclalion  obtenue.  Celle  relalion 
sera  done  de  la  (orme 


./■;) 


(li)  /;(A,/i-A,/;  +  A3y;  +  A4y; 


•i=/;<i3,./;-f-, 


Hvy; +...)• 


Or,  par  liyjjollièsc,  les  polynômes,  de  degré  n  en  <,  /„'  et  /.,',  n'ont 
aucun  zéro  commun;  il  en  résulte  que/.,'  divise  le  polynôme 
I^i/i'H-  ...,  et,  comme  ce  dernier  est  de  degré  /?,  Il  est,  à  un 
l'acteur  près,  identique  à  /J.  De  même,  A,/,'  +  . . .  est,  à  un  l'ac- 
teur j)rès,  identique  à/.,',  il  en  résulte  que  l'équation  (i4)  se  ré- 
duit à 

M  étant  une  constante,  qui  est  nulle  nécessairement;  par  consé- 
quent, on  obtient  une  identité  en  combinant  linéairement  les 
équations  (o  bis),  ce  qui  est  impossible,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut.  On  en  conclut  que  riiy|)ollièse  faite  est  inadmissible, 
c'est-à-dire  que  A,  n'est  jamais  identiquement  nul. 

On  démontre  de  même  : 

I"  Qu'il  n'existe  aucune  relation  identique  de  la  forme 

ai  Al  H-  ^2  A,  — ...  -^  a„_i  A,j_,  =  o  ; 
2"  Que  les  équations  (5)  ne  sont  pas  en  nombre  supérieur  à 

Remarquons  enfin  que  les  équations  (à)  renferment  linéai- 
rement les  (/?  —  a)  quantités/,,...,  /«^.i  ;  pour  qu'elles  soient 
compatibles,  il  faut  qu'on  ait 


f  1 


?rt-i 


^i 

h 


7.1    "^1 


Cette  relation  est  de  degré  n  en  f\-,jx-,J:\\  on  démonlre,  comme 
plus  liant,  que  le  déterminant  S  n'est  pas  ideniirpiemenl  nul  en  /, , 
f-iy  f:\\  ♦-'l?  P'^i'"  suite,  S  =  o  est  l'équation  de  la  courbe  considérée. 


0^2 


IV 


Les  résultais  des  deux  paragraphes  prccédenls  nous  permet Icnl 
de  résoudre  la  première  question  posée  au  commencement  de  ce 
travail  : 

Étant  donnée  une  courbe  S,  de  degré  n,  représentée  par  des 
équations  de  la  forme  (i),  trouver  son  équation  et  celles  des 
courbes  adjointes  de  degrés  n  —  a  et  n  —  i . 

Remarquons  d'abord  que  la  courbe  S  est  nécessairement  uni- 
cursalc. 

En  elTel,  les  équations(5)  permeltentd'exprimcr/,,(^),/;i(^),  ..., 
/„+,(«)  en  fonction  rationnelle  de  J\(  t),  f.,{t),  fait),  c'est-à-dire 
des  coordonnées  ar,,  x-i,  JCi  d'un  point  de  S.  Par  suite,  tout  poly- 
nôme entier  de  degré  n  en  t  est  fonction  rationnelle  de  x,,  x^,  -r-.f. 
En  particulier,  on  a 

/  =  lonotion  ratiimnello  do  .ri,  .rj,  .ra- 

Posons,  A| ,  B,,  .  .  .  étant  des  constantes, 

.r'i  =  Ai/-B,. 
.r'2  =  A^t  —  Bo, 
x\  =  Aj^  — B3. 

Le  point  {x\,  x'.,,  x'.^)  décrit  une  droite  quand  /  varie.  D'après 
ce  qui  précède,  on  voit  que  x\.  x'.,,  x'.^  seront  des  fonctions  ration- 
nelles de  .r,,  Xo,  JCa-  Inversement,  .r,,  Xo,  x^,  étant  des  fonctions 
rationnelles  de  t,  seront  fonctions  rationnelles  de  x\,  x'.,,  x'.^.  Les 
courbes  décrites  par  les  points  {x^,  x.,,  x-^)  et  {x\,  x'.,j  x'.^)  se  cor- 
respondent donc  par  une  transformation  nnidéterminative  et,  par 
conséquent,  sont  du  même  genre. 

La  courbe  S  est  donc  du  genre  zéro. 

Son  équation  est  S  =  o,  S  désignant  le  déterminant  du  para- 
graphe précédent. 

Cela  posé,  supposons,  pour  simplifier  le  langage,  que  la  courbe  S 
n'ait  comme  [)oints  multiples  que  des  points  doubles;  elle  en  aura 
{  n  —  I  )(  //  —  2  ) 


—  o;{  — 

Ta'S  comlK'-»  ;i(l|()ml('s  ilc  (lfi;r(''  ( //  -  >)  ])assenl  par  ces  points, 
el,  j)iir  siiilc,  l(;iir  rijualion  m'-iuM'ah-  sera  de  la   (niinc 

a,  Cl  ~-  'Xi  Ci  -h  .  .  .  -r-  x„_,  Cn^i  =  o, 

(  ],  =  o,  . .  .  ,  C2  =  o,  C„„(  =^  o  élanl  des  courbes  adjoinles,  lelles 
(pie  les  lonclious  C(,C2,---,  C«_(  soient  linéairement,  indépen- 
dantes. 

Or  nous  connaissons  (n  —  1)  courbes  adjoinles 

A,  =  o,     A2  =  o \,i-i  =  o, 

telles  que  les  fonctions  A,,  ...  soient  linéairement  indépendantes; 
il  en  résulte  que  l'étpiation  générale  des  courbes  adjoinles  de  degré 
[/>  —  •>. )  sera 

a,  Aj-f-  a.jAj  -h.  .  .—  a„_,  A/,_,  =  o, 

A|,  Aj,  ...  étant  des  polynômes  que  nous  avons  appris  à  former 
()lus  haut. 

On  l'ormerail  de  même  l'équation  d'une  courbe  adjointe  de  de- 
,i;ré  n  —  i,  à  l'aide  des  polynômes  que  nous  avons  appelés  F  au 

^^  H- 

JNous  ferons  une  observation  relative  aux  courbes  représentées 
par  les  équations  F(x,,  X21  ^3)  =  <». 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  les  relations 

(6)  AA  =  F„     A/5  =  F,,      ...,     A/„+i  =  r„+i, 

où  A  est  un  polynôme  de  degré  n  — •  4,  tel  que  la  courbe 

est  une  courbe  adjointe  de  S,  que  Ion  j)eut  supposer  ([uelconque. 

Les  courbes  S  el  A  ont  (/?  — ^)(»-  —  2)  intersections  aux  points 
multiples  de  S,  et,  par  suite,  elles  ont  encore  n  —  -a  points  com- 
muns, diflércnls  des  points  multiples.  Ces  (/i  —  -a)  points  sont 
d'ailleurs  arbitraires,  puisque,  |)ar  {n  —  2)  points  el  par  les 
\( /)  —  •)("  —  ''-)  |)<^'iits  doul)les  de  S,  on  peut  toujours  faire  passer 
une  courbe  A,  de  degré  /i  —  a. 

Cela  posé,   les  équalions  (())  montrent  immédialemenl   que   les 


coiirl)os  adjoiiilcs  F;  =  o,  .  .  .,  F„+|  =  o  passent  prii'  l(;s  ( n  —  •^) 
points  <  omnuins  à  A  cl  à  S. 

On  (Icduil  de  là  une  consi'Tpicncc  rclalivc  à  la  Iransformalion 
unidétcrminative  (jiii  lie  deux  courbes  uiiicursales  de  dej;ré  n, 
S  el  S'. 

Les  coordonnées  j:,  ,  x'.,,  x'.^  des  points  de  S',  étant  égales  à  des 
poljnonies  d'ordre  n  en  t,  sont  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de /,(^), /o  (/),/:,(/),  ...,/„+,(/);  on  a  ainsi 

•'^'/  =  ^i/i  ^  l'i.f-2  -^  <'i.f\  —  ffi.h  — .  •  .-^  hfn+i 
ou,  en  vertu  de  (()), 

A  j-;-  =  ( «/  /,  -^  ^»;/2  ^  c,/3  )  A -4-  r/,- Fi  -h . . .  -;-  //  F„+, . 

Or  fi  (l),  f. 2(1),  f:i(t')  sont  les  coordonnées  x,,j"j,X;,  d'un 
point  de  S;  on  a  ainsi,  en  supprimant  dans  le  premier  membre  de 
la  relation  précédente  le  (acteur  A, 

ar'i  =  (aiXi  -i-  biTo  -+-  c/a^s)  A(.ri,  x^,  X3)  ^d,-  F.,(  Xi,  x^,  x^  )  -^ 

En  d'autres  termes,  S  et  S'  étant  deux  courbes  unicursales  de 
degré  n,  les  coordonnées  d'un  point  de  S'  sont  liées  aux  coordon- 
nées d'un  j)oint  de  S  par  les  relations 

'li  étant  un  polvnome  de  degré  n  —  i,  et  les  courbes  'l,  =  o  des 
courbes  adjointes  de  S,  passant  par  (n  —  2)  points  pris  arbitrai- 
rement sur  S. 

{A  suivre.) 


(m   — 


Su/-  la  chatncllc  sphciiquc ;  par  M.  Avpelj.. 

(Séance  fin  4  février  1880.) 

M.  Hermite  a  montré  {Journal  de  Crelle,  t.  85)  que  les  coor- 
données rectangulaires  de  l'extrémité  d'un  pendule  splu'rique 
peuvent  êti-e  exprimées  en  fonction  uniforme  de  temps  à  l'aide  des 
fonctions  0.  J'ai  remarqué  qu'une  méthode,  analogue  à  celle  de 
M.  Hermite,  peut  être  appliquée  à  la  chaînette  sphérique,  c'est- 
à-dire  à  la  courbe  d'équilibre  d'un  fil  homogème  pesant  posé  sur  la 
surface  d'une  sphère  sur  laquelle  il  peut  glisser  sans  frottement. 

Prenons  pour  origine  le  centre  de  la  sphère,  pour  axe  des  z  la 
verticale  dix^igée  vers  le  bas;  appelons  a  le  rayon  de  la  sphère, /> 
le  poids  de  l'unité  de  longueur  du  fil.  Les  équations  d'équilibre 
seront  les  suivantes  : 

i^ll^\       N  -  — 
ds  \      ds  /  a' 

I  ds  \      ds  !  a 

d  1^  dz 


ds  \      ds  I  a       ' 


avec  la  condition 

(1')  a-2  -H  yS  _L.    -2  _   fl,2_ 

Dans  ces  équations,  T  désigne  la  tension  du  fil  au  point  {x^y^z) 
el^ds  la  réaction  normale  de  la  sphère  sur  l'élément  de  lon- 
gueur ds. 

On  déduit  immédiatement  de  ces  équations 

dT  +pdz.  =  0, 

(I  ou 

(?.)  T  ^p(h  ~z.). 

h  désignant  une  constante  arbitraire.  En  éliminant  N  entre  les 
deux  |U'emières  des  équations  (1),  on  obtient  l'équation 

,     dv  d.r\ 

^^'ts-^'d;) 


—  m  — 

(jui  domie 

T(.r  c/y  —  y  d.r)  =  C  ih, 

ou,  en  prenant  des  coordonnées  polaires  r  et  0  dans  le  plan  xOj  , 

(3)  T /-V/e  =  C  f/.'f. 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Remplaçons,  dans  cette  équation,  T  par  sa  valeur  (2)  et  faisons, 

pour  abréger, 

C  =  Ap  ; 

nous  avons 

(h  —  zjf'^d^)  =  A  ds. 

qui  est  l'équation  différentielle  de  la  figure  d'équilibre.  Pour  inté- 
grer cette  équation,  élevons  les  deux  membres  au  carré  et  remar- 
quons que 

,/^2  =  ,/,.o  _  ,.2  ^/62  -^  dz^-  =  ""-^  --  r-^  ^e^ 

à  cause  de  la  relation 

/•  =  \/a'^  —  Z-. 

Nous  avons 

>■'-  d^'-  [{/t—z  f  7-2  —  A2  ]  =  A2  «2  dz\ 

d'où 

A  a  dz 

(4)  d^ 


{a-  —  -"^>v/t  II  —  zf(a^  —  z-)—  A2 

on  a  ainsi  0  en  z  pour  une  quadrature. 

Enfin,  pour  terminer  l'exposition  des  formules  déjà  connues, 
calculons  la  réaction  N.  Il  suffira,  pour  cela,  de  multiplier  la 
première  des  équations  (i)  par  r,  la  deuxième  par  r,  la  troisième 
par  z  et  de  les  ajouter  en  remarquant  que  l'équation  (i')  donne, 
parla  différentiation, 

dx  dv            dz 

ds  ds              ds 

d-x  d'^r  _d'-z  _ 

ds-  -    ds-  "  ds- 

nous  avons  ainsi 

N<7— yo*  —  T  =0, 

d'où,  d'après  la  valeur  (9.  )  de  T. 

(5)  N=^(A-'A  =  ). 


—  G7  — 

Ces  formules  résolvent  complètement  la  question  de  Mécanique; 
voici  maintenant  comment  on  pourra  exprimer  les  coordonnées 
X,  }',  z  en  fonction  uniforme  d'un  paramètre  u. 

Posons 

,  a  riz 

(  6  )  du  =     ,  , 

doù 

,,,         A  du 

la  formule  (3)  nous  donnera,   si  nous  y  remplaçons  dh  par  cette 
valeur  (6')  et  C  par  A/?, 


^7'  r/s-T 


du  _  p 
Cette  relation  (-)  nous  montre  que  l'on  a 


dx 
ds 

dx 

=  Pdu' 

'     dx\ 
ds; 

'  ~  T  dw 

La  première  des  équations  (i)  peut  donc  s'écrire 

du-  n 

et,  en  remplaçant  T  et  N  par  leurs  valeurs  (2)  et  (5), 

^2.r        {h  —  z){h  —  iz) 
du-  «2 

Le  même  calcul  fournira  pour  j  la  même  équation  ;  donc  oc  et  v 
vérifient  l'équation  linéaire  en  Y, 

'  du^       ■  «2  ^    -»• 

L'équation  (6)  donne  z  en  fonction  uniforme  doublement  pé- 
riodique de  M, 

z  =  o( u); 

d'après  cela,  l'équation  linéaire  (8)  est  à  coefficients  doublement 
périodiques  en  u.  On  peut  voir  directement,  d'après  les  principes 
posés  par  M.  Fuchs,  que  l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 
uniforme  en  m;  donc,  d'après  un   théorème  de  M.  Picard,  l'inté- 


—  68 


grale  générale  V,  c'est-à-dire  x  et  )  ,  pourra  s'exprimer  par  des 
fonctions  doublement  périodiques  de  deuxième  espèce.  Mais  il  est 
facile  d'exprimer  x  et  j'  en  fonction  de  u  par  des  quadratures.  On 
a,  en  effet,  d'après  (6'), 

(9)  «  =  a//" 


d'ailleurs, 

(lO) 


^2' 

^^.  r    du 


En  effectuant  les  quadratures  indiquées,  on  trouvera 

X  -i- y  I ,     X  -- y  i, 

exprimés   en    u    par    des    fonctions   doublement   périodiques   de 
deuxième  espèce.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer  rapidement. 
L'équation  (6)  donne,  en  faisant  l'inversion, 

-  =  '■?(«), 

cp(M)  étant  une  fonction  doublement  périodique  du  second  ordre 
dont  je  désignerai  les  périodes  par  2K,  ii¥J.  Dans  un  parallélo- 
gramme des  périodes,  cette  fonction  admet  deux  infinis  que 
j'appellerai  a  et  ^  ;  soit  «,  une  racine  de  l'équation  z  =^  a  on 

o{u)  —  a  =  o; 

cette  équation  admettra  une  deuxième  racine 

m'i  =  a  —  ^  —  »i  ; 

et  comme,  d'après  l'équation  (6),  on  a 

ci'ji' (u)  =  \/{h  —  z)'^{a-  —  z-  )  —  A2, 
on  voit  que 

{il)  <i>("l)=    J  ?("l)= 

car  a-  —  z-  s'annule  pour  u  =  Ui ,  u  =  u\ . 
Soit  de  même  112  nne  racine  de  l'équation 

^=  —  «,     cp(i<)-;-rt  =  o; 

cette  équation  admettra  une  deuxième  racine 

ii'„  ^=  1  --  3  —  U-i, 


et  Ion  aura  encore 

,s                                   r        •.        i'A           , ,    ,  ^              i\ 
tu)  es  («2)=  — ,      cs(i^   )  = 

On  a  donc,  en  désignant  par  P  et  Q  deux  constantes, 
[  Wi  II  —  ui)H(u—  u\) 

I     ^  -2    1     — r- — r; J 

H(«  — a;H(«  — B) 

ces  constantes  pourraient  être  déterminées  à  l'aide  de  l'une  ou  de 
l'autre  des  équations  (i  i)  ou  (i  1'). 

Pour  calculer  Q  en  fonction  de  u,  nous  nous  servirons  de  l'équa- 
tion (9).  On  a 

A  A 


rt^  —  z'^        la  \a  —  z        a  4- 
Or,  d'après  la  formule  de  décomposition  en  éléments  simples, 

I  Z(  u  —  Ui  )       Z(  Il  —  u\] 


'f\«<i)  ?\"i) 


B, 


a-i-  z       .         «f  («2)  «f  («2) 

donc,  d'après  les  équations  (11)  et  (i  i'), 

i        \  i 

\   — '-^ =  -\—Z{u~Ui)  +  Z(u  —  Ui) 

.(l3)  /   «2— --         -2 

(  '^Z{u  —  Ui)  —  Z{ii  — ■  u'.,)  -T-  G\, 

G  désignant  une  constante  que  l'on  peut  déterminer  en  remar- 
quant que  les  deux  membres  de  l'équation  (i3)  doivent  s'annuler 
pour  ^  =  a. 

L'équation  (ç))  donne  alors 

n  „  Ml  lUlf  --  U\)n(   U  —  K-i)      ,      „       "1 

0  =  0„  -i-  -     lo^- *— n rr  -f-  G  «    , 

"         Al     '^  lllll  —  iii)ii{u—  u'^J  I 

et 

,h      '^0--''    /ti{u  —  ui)U{u  —  «; ) 

En  remplaçant,  dans  les  formules  (i«»), 

\/a- —  z- =  \/{a  —  z){a 'i- z)     a     c'>^ 
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par  leurs  valeurs  (i  .2)  et  (i 4),  on  a  enfin 

Il  et  R,  désignant  les  constantes 

Nous  avons  ainsi 

^+j't     et     X  —  yi 

en  fonction  uniforme  de  11.  Calculons,  pour  terminer,  l'arc  5  en 
fonction  de  u.  On  a,  d'après  (^), 

T 

ds  =  —  du  =  (  A  —  z)  du. 
P 

Or  la  décomposition  en  éléments  simples  donne  encore 

h—z  =  M[Z(u~oi)~Z{u^  |3)]-ï-  S. 

M  étant  le  résidu  de  —  :;  relatif  à  l'infini  u  =  a  et  S  une  con- 
stante, 

M  =  —  lim(  u  —  a  )^  =  —  lim 

r 

z 
pour  ({  =  a,  c'est-à-dire 

M  =  lim  ^ 

pour  z  =  ce  . 
Comme 

,       \/{h  —  z  f{a-^  —  z-^  )  —  A-^ 
a 
on  voit  que 

M  =  —  ai. 

Donc 

A-z  =  «t[Z(i<  — i3j  — Z(«  — a)]  +  S 

cl 
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Je  me  propose,  dans  une  autre  Communication,  de  délerminer 
la  fonction  cp (m)  et  d'achever  les  calculs  de  façon  à  exprimer  les 
éléments  de  la  courbe  en  quantités  réelles  et  à  discuter  la  question 
de  Mécanique. 


M.  llouclié  demande  la  parole  à  propos  d'une  Note  qu'il  vient 
de  lire  dans  le  dernier  fascicule  du  Bulletin  de  la  Société  (séance 
du  11  novembre  i885),  et  où  il  est  question  de  l'application  à  un 
problème  d'ombres  d'une  propriété  de  deux  quadriques  inscrites 
dans  une  troisième.  M.  Rouché  fait  observer  que  celte  application 
n'est  pas  nouvelle,  qu'il  la  donne  régulièrement  sous  la  même 
forme  dans  ses  Leçons  depuis  1862,  et  qu'enfin  elle  se  trouve 
depuis  quelques  années  imprimée  dans  plusieurs  Ouvrages  très 
répandus  et  enseignée  dans  tous  les  Cours  de  Mathématiques  spé- 
ciales de  Paris. 

M.  Lebon,  à  qui  nous  avons  communiqué  la  Note  précédente, 
nous  écrit  ce  qui  suit  :  «  Comme  la  Note  que  vous  voulez  bien 
me  communiquer  a  été  commentée  en  séance  publique  sans  que 
j'eusse  été  averti,  il  est  naturel  qu'elle  paraisse  au  Bulletin  sans 
que  j'v  réponde  à  présent.  Mais,  dans  le  prochain  numéro  du  Bul- 
letin, je  répondrai  aux  attaques  dont  mon  article  est  l'objet.    » 


Sur   les  isométriques   d'une    droite  par    rapport    à   certains 
systèmes  de  courbes  planes;  par  M.  Maurice  d'Ocagae. 

(Séances  des  4  et  iS  février  et  du  4  mars  i885.) 

1.  Étant  donné  un  système  (C)  de  courbes  planes,  considérons 
des  courbes  K,  formant  le  système  (K),  telles  que  les  arcs  de  ces 
courbes,  compris  entre  deux  quelconques  des  courbes  du  sys- 
tème (C),  soient  tous  égaux  entre  eux.  Nous  dirons  que  les  courbes 
K  sont  des  trajectoires  isométriques  du  système  (C). 

II  est  bien  évident  que,  pour  un  système  (C)  donné,  il  existe 
une  infinité  de  systèmes  de  trajectoires  isométriques;  on  pourra  se 
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donner  arbitrairement  l'nne  des  courbes  du  système  (K.);  les 
autres  s'en  déduiront,  et  nous  dirons  qu'elles  sont  isoniêliiques 
de  la  première  par  rapport  au  système  (C).  Dans  la  présente 
Note,  nous  nous  occupons  de  la  recherche  de  ces  isométriques 
lorsque  la  courbe  qu'on  se  donne  est  une  droite  D. 

On  remarquera  que  la  définition  géométrique  des  trajectoires 
isométriques  se  traduit  par  une  propriété  cinématique  de  ces 
courbes  qui  est  la  suivante  :  Si  des  points,  situés  au  même  instant 
sur  une  courbe  du  système  (C),  décrivent  des  trajectoires  isomé- 
triques de  ce  système,  en  ayant  tous  à  chaque  instant  la  même  vi- 
tesse, ils  se  trouveront  constamment  ensemble  sur  une  même 
courbe  du  système  (C). 

2.  Supposons  les  axes  rectangulaires,  l'axe  des  j^  étant  parallèle 
à  la  droite  D  donnée,  et  à  la  distance  a  de  cette  droite,  soit 

(i)  F(a7,j,X)  =  o, 

où  \  est  un  paramètre  arbitraire,  l'équation  des  courbes  du  sys- 
tème (C).  L'ordonnée  h  du  point  où  l'une  des  courbes  G  coupe  la 
droite  D  est  donnée  par 

F(«, /i,  X)=o. 

Eliminant  \  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on  a 

(2)  h  =  ^{x,y), 

d'où 

Par  suite,  il  vient,  pour  l'équation  différentielle  des  Isométriques 
de  la  droite  D, 

(  3  )  cf  ^  f/j?  -4-  o'y  dy  =  si dx'  -+-  dy- 

ou 

(3')  (?>'-'^(^)'-^^?-^'->-ê-^(^-?--''  =  °- 

Cette  équation  du  premier  ordre  et  du  deuxième  degré  montre 
qu'il  existe  deux  systèmes  d'isométriques  répondant  à  la  droite  D 
donnée.  Nous  allons  intégrer  cette  équation  dans  quelques  cas. 

3.   On  aperçoit  immédiatement   un  cas  assez   étendu  d'intégra- 
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lion.  C'est  celui  où  (e  systè/ne  (G)  est  formé  par  les  positions 
successives  d'une  courbe  invariable  glissant  sur  le  plan  paral- 
lèlement à  la  droite  D.  Nous  dirons,  pour  abréger,  qu'un  tel 
système  fi?,l parallèle  à  la  droite  D. 

Nous  placerons  ici  une  seconde  définition  qui  nous  sera  utile 
plus  loin.  Soit(C,)  un  second  système  parallèle  à  D  ;  prenons 
dans  (G)  et  dans  (Gi  )  deux  courbes  quelconques  G  et  G,  ;  le  lieu 
du  milieu  d'un  segment  de  droite  |)arallèle  à  D  dont  les  extrémi- 
tés s'appuient  respectivement  sur  G  et  G|  est  une  courbe  K;  en 
faisant  varier  les  courbes  G  et  G,  respectivement  dans  les  sys- 
tèmes (G)  et  (G|  ),  nous  obtenons  un  système  (K)  également  paral- 
lèle à  D.  Nous  dirons  que  le  système  (K)  est  le  système  moyen 
des  systèmes  (G)  et  (Gj  ). 

Gela  posé,  observons  que  l'équation  (i)  est  ici 

par  suite,  l'équation  (2) 

^=J-/(^)+/(«) 
et  l'équation  (3) 


dy  — f'{x)dx  =  \Jdx-  -i-  dy'^. 

Elevant  au  carré,  nous  avons,  après  réduction, 

dx-^  [f\x)^—i\  =  if  (  X  )  dx  dy. 

Supprimons  le  facteur   dx  auquel  correspond  la  solution  évi- 
dente X  ^  Q,  c'est-à-dire  les  droites  parallèles  à  D;  il  vient 

fixY-x 

(4  "'     =    TT, dx, 

d'où,  en  intégrant, 


O 


-fr 


dx 

H-  C 


{X) 


est  l'équation  du  système  des  trajectoires  orthogonales,  ou  sys- 
tème orthogonal  du  système  donné,  système  qui  est  aussi  paral- 
lèle à  la  droite  D;  par  suite,  l'équation  (4)  représente  le  système 
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moyen  du  système  donné  et  du  syslème  de  ses  IrajecLoires  orllio- 
gonales,  et  Ton  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  isométriques  d'une  droite  (D),par  rapport  à  un  système 
(C) parallèle  à  cette  droite,  sont  données  (en  outre  des  droites 
parallèles  à  D)  par  le  système  moyen  du  système  (C)  et  de 
son  système  orthogonal. 


Ou 


encore 


Si  les  systèmes  (C)  et  (C)),  parallèles  à  la  droite  D,  sont 
orthogonaux  entre  eux,  le  système  moyen  de  (C)  et  (C,)  est 
isométrique  de  la  droite  D  par  /'apport  à  l'un  ou  à  l'autre  de 
ces  deux  systèmes. 

En  particulier,  si  nous  supposons  que  les  courbes  C  sont  des 
paraboles  ayant  leur  axe  dirigé  suivant  D, 


leurs  trajectoires  orthogonales  C|  sont  des  logarithmiques 

P  1 
r  =  —  -  log./-  -I-  c, 

qui  ont  la  droite  D  pour   asymptote,  et   les    isométriques    de    hi 
droite  D  par  rapport  à  (G)  ou  à  (C|)  sont  données  par 

r  = loi;,/"  -f-  c. 

On  reconnaît  là  l'équation  de  la  fameuse  courbe  du  chien 
lorsque  le  maître  parcourt  la  droite  D  et  que  le  chien  a  même  vi- 
tesse que  son  maître. 

A.  11  Y  a  un  cas  où  la  solution  du  problème  est  intuitive  :  c'est 
lorsqu'il  s'agit  de  trouver  les  isométricjues  d'une  droite  par  rap- 
port à  un  système  de  cercles  concentriques.  On  voit  immédiate- 
ment que  ce  sont  les  tangentes  à  celui  des  cercles  du  système  qui 
est  tangent  à  la  droite  considérée. 

Analytiquement,  ce  résultat  s'obtient  bien  aisément.  En  effet, 
l'équation  (2)  est  ici 

h  =  \Jx''-^y'-—a-, 


,,    ,  dy  , 

d  on,  en  posant  -i-  =  K  i 


dh  _        X  -^  y  y 


dx  ^^1  ^_  y% 

L'équation  (3)  devient  alors 


x-\-yy 


/n-j" 


\J x''-  ^  y"- —  < 

Chassant  le  dénominateur,  élevant  au  carré  et  réduisant,  on 
met  cette  équation  sous  la  forme 

ou 

y  =  xy'^a\ly"^-\-  i, 

équation  de  Glairaut,  d'où  se  déduit  immédiatement  le  résultat  in- 
diqué plus  haut. 

5.  Isométriques  d'une  droite  Yi  par  rapport  à  un  système  de 
droites  concourantes.  —  Nous  prenons  pour  origine  O  le  point 
de  concours  de  ces  droites  (dont  la  distance  à  la  droite  D  est  «), 
pour  axe  des  x  et  pour  axe  des  v  la  perpendiculaire  et  la  parallèle 
à  D,  menées  par  O. 

L'équation  (a)  est,  dans  ce  cas, 

par  suite, 

, ,  X  dy  —  y  dx 

dli  =  a  — '- ^^ 1 

x- 

et  il  vient,  en  posant-^  =J''>  pour  l'équation  différentielle  de  la 

courbe, 

x"'   , 

(5)  ^j  —  r  =  —  v^i-i-/^'. 

Dérivons  les  deux  membres  de  cette  équation  par  rapport  à  x\ 
il  vient,  après  division  par  jc,  ce  qui  ne  supprime  aucune  solution 
géométrique  du  problème, 


dy' 

a 

xy' 

±1 

dx 

av/i-4-j'2 

dx 

—  76 
équation  <|uc  nous  pouvons  écrire 

y 


'■i(i-^y')     2v/i+.r'2 


Sous  cette  forme  on  voit  qu'elle  est  linéaire  et  du  premier  ordre 
en  X  considéré  comme  fonction  de  /',  et  l'on  a,  par  application 
de  la  formule  connue,  et  en  désignant  par  C  une  constante  arbi- 
traire, 


G+a  /  e-^  2,1+j^,  _;___ 


ou,    en    remarquant    que  /  — ^-^ — -^  dy' —-\o^\  \ -\-  y' -  ^    et    qu( 

r       dy' 


(6) 


G-ha 


-J 


Occupons-nous  maintenant  de  l'intégrale  1=  /  -  ^.  -■>  q"' 

fîgure  dans  la  solution. 

Si  nous  effectuons  le  changement  de  variable  sjx-^f-^v-, 
nous  voyons  que  cette  intégrale  prend  la  forme 

et  que  les  formules  (5)  et  (6)  donnent  pour  x  el y  les  valeurs 


(7) 


G  -i-a 


,  y  =  X\\lv'* —  1  —  XV- }. 


L'intégrale  I  appartient  à  la  classe  des  intégrales  elliptiques  de 
seconde  espèce;  nous  allons  essayer  de  la  ramener  à  la  forme  nor- 
male, ce  qui  nous  permettra  ensuite  de  l'exprimer  au  moyen  des 
fonctions  0. 

Si  nous  effectuons  le  changement  de  variable  f  = ■<  nous 

y/  I  —  t- 
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vojons  que  rinlégrale  I  prend  la  forme 


"~'-L-"V 


dt 


(1-^2)       ,_ 


Elle  semble  alors,  à  première  vue,  rentrer  dans  la  catégorie  des 
intégrales  elliptiques  de  troisième  espèce,  prises  sous  la  forme  nor- 
male que  leur  a  donnée  Legendre;  mais  il  n'en  est  rien,  parce  que, 
au  dénominateur,  les  zéros  de  la  partie  extérieure  au  radical  sont 
aussi  des  zéros  de  la  partie  soumise  à  ce  radical. 

Si  nous  posons 


/  =  sn  u 


W  =-- 


y/'^ 


nous  voyons  que 


or  les  formules    (43)   et  (45)  du   Traité    des   fonctions    ellip- 
tiques de  Briot  et  Bouquet  (2"  édition,  p.  260)  donnent 


I      re.;(o)      ^,,     ^       1 


Ici,  le  multiplicateur  «■  est  égal  à  i,  et 
K'2  =  I  —  K^  =  1  : 


par  suite, 


-4-=4^-D,^ioo-0.,(.; 


et 


Un  calcul  bien  facile  montre  que  x  et  v  sont  alors  donnés  par 


(«) 


en  II    G  +  a  ^j. 


&'.,(o)           &'.,  (11)11 
— ^ u = }  , 


f  y  =  — — —  [  sn  //  y  i-  -r-  «n^  '/  — 


X  ely  se  trouvent  ainsi  ex[)rimés  au  moyen  des    notations    clas- 
siques, mais  il  eût  été  plus  simple  de  faire  usage  des  notations  de 
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M.  Weierslrass  ('  ).  Si,  en   etïet,   dans  rinlégrale   I    pris»-  sous  la 
iornie   f  ^.-^-^    on  efTectue  le  changement  de   variable  r'-=:(r, 


on  a 


En  posant 


et 


J  v/4  «^^  —  i  "^ 

/{iv-s— 4ir 
jv  =  p  (  Il  ) 

r     wchv  r  ,    \  1  "'* 

/ =  /  pi  u)(iii  =  —   ^ 


J  '  (  //  I 


par  suite, 


1  L  —  a 

\       ^ ^(^) 

'  r  =  J^[v/p(  «r^—  I  — -^J"  ")]• 

Les  quantités  que  M.  Weierstrass  désigne  par  ^2  et  ^3,  et  qui 
remplacent  le  module,  sont  ici  g-i  =  4>  .i':!  ^=  o- 

6.  Isométriques  cVune  droite  par  rapport  à  un  système  cV hy- 
perboles équilatères  de  mêmes  asymptotes,  l'une  de  ces  asym- 
ptotes étant  parallèle  à  la  droite  donnée.  —Nous  prenons  natu- 
rellement ces  asymptotes  pour  axes  de  coordonnées.  L'équation  (2) 
est,  dans  ce  cas. 


A=:^' 


par  suite. 


,,       xdr  -:-  y  dx 

dh  =  — ■■ : 


(')  Voir  à  ce  sujet,  p.  77  el  suivantes,  du  Mémoire  sur  la  réduction  des 
équations  différentielles  linéaires  aux  /ormes  intégrables ,  par  M.  Halphen 
{Recueil  des  Savants  étrangers,  t.  XXVIII)  et,  du  même  auteur,  la  A'ote  sur 
l'inversion  des  intégrales  elliptiques  {Journal  de  l'École  Polytechnique. 
LIV  Cahier). 
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et  l'r(|iiali()ii  {■'>)  (Icvienl,  en  [)o.saiil  ^  =  J'  i 


Prenant   les  dérivées  des  deux  membres  par  rapporl  à  x,  nous 
avons 


dy'  a  v'        dy' 

i.  y'  ^x  ~-  =  —-^ 
f^^  y/i  -r 


dx 


équation  que  nous  pouvons  écrire 

dx  X  a 

Cette   équation  linéaire  et  du  premier  ordre  en    x,   considéré 
comme  fonction  de  >',  s'intègre  immédiatement  par  la  formule 


_  r'0;r         r  c%    ady' 
Remarquant  que  ff^  =  logv^/,  et  que  e"'8v'7'=  ^r',  on  a 


(III 


v/j 


I    r         a    r        dy' 

y  L     ^  J  v/j'''n-.r'^  L 


Ici,  l'emploi  des  notations  de  M.  Weierstrass  est  tout  indiqué; 
car,  si  nous  prenons  l'intégrale  qui  figure  dans  la  valeur  de  x  sous 

la  forme  f-j=^-.=  ,  et  que  nous  posions 

r^"  dy 


nous  avons 


, (^2  =  — 4,  ^3=0), 

c    s/47'' +4/ 

et,  par  suite,  en  remarquant,  comme  l'a  fait  M.  Halphen  ('),  que 


.p('0 


■i—  p'<'"^' 
4  ,p  <  "•  ) 


(i-i^ 


CTp'(«)  — (G  +  cm)p(tf  ) 

v/p"" 


(')   licciicil  (les  Savants  étrangers.  I.  WVIIT.  p.  S-. 
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Ces  formules  résolvenl  le  problème,  mais  nous  allons  faire  voir 
comment  on  aurait  pu  ])oiisscr  la  solution  au  moyen  des  notations 
classiques. 

Reprenons  l'intégrale 

Si  nous  posons  r'=  tang-,  nous  voyons,  par  un  calcul  facile, 
que  l'intégrale  T  prend  la  forme 

Si  nous  faisons  maintenant  s\nH  =  cos-o,  nous  avons 

9,  sinci  COSC5  f/c5  icosod'^  ,-. — ^ 

<r/6  = — '-         ■     -•-  = '.--  '-  '      s/iuxn  =  cos'^ 

y/l  —  cos*o  y/l-r-COS^Ç» 

et,  par  suite. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  la  forme  trigonométrique  nor- 
male de  l'intégrale  elliptique  de   première  espèce  pour  la  valeur 

R  =  -—  du  module.  Si  donc  nous  posons 

v/2 


"  =  /  ■ 

«"^0     \/ 1  —  ^  sin'-o 


nous  avons 


6  sinO  cos-o  cn^K 

y  =  tang  -  = 


cos6 


-r-  v'  I  —  cos*  o         I  -h  SU  u  y/i  -!-  cn2  u 


\/i+y-  =  — 


et,  par  suite,  en  vertu  de  (i  i)  et  de  (10), 

/             / -,       cm  \    i  = 

I  IL I  V  t  ^-  5"  "  V  '  -1-  en-  // 

13'= : 

«  en  M 

(i3) 


\  V  I  +  sn  î/  v  '  -<-  en^  u 
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7.  Isométriques  d'une  (boite  par  rapport  à  un  système  de 
cercles  passant  tous  par  un  point  de  la  droite  et  ayant  tous 
leur  centre  sur  cette  droite.  —  Ici  nous  prendrons  la  droite  pour 
axe  des  x,  l'origine  étant  au  point  de  cette  droite  commun  à  tous 
les  cercles. 

Soit  h  le  diamètre  du  cercle  du  système,  qui  passe  par  le 
point  (^,  jv)  de  l'une  des  isométriques  cherchées.  On  a 


d'où 

dh  _  7.  T  i  T  -+-  yy'  )  —  ('  ^r^  -+-  j2  ) 
cLir  ~  ^2 

Par  suite,  l'équation  différentielle  cherchée  sera 

j-       i.r(x  ^ yy'  )  —  ( x^ -¥-  y-  ) 


v/i  -t- r'2 

que  nous  pourrons  écrire 

(i4)  y  =  x{y'-{-  V^i-4-7'2— v/i-f-j'O. 

Après  avoir  posé 


R(/)  =  v/'.+7'^-v/i 


-y 


dérivons  les  deux  membres  de  l'équation  précédente  par  rapport 
à  x;  nous  avons,  après  réduction, 

^[i  +  R;.,(y)]^^'  +  R(y)=:o, 

que  nous  pourrons  écrire 

dx        R'y,(y')       ,         dv'    _ 

d'où,  en  intégrant, 

log^  +  logR(y)^-y  ^^^  =  c. 
ou 

(i5)  xR(y')e'^  ><i.>')  =  C, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

xiii.  6 


S2 


Reste  à  Irouver  la  valeur  de  riiilégrale 
Si  nous  posons  \/ 1  -{-j''-^  -,  nous  avons 


et,  par  suite, 
I  =  — 


f/y'  ■■ 


rh- 


dv 


V 


('■'  v/ 1  —  r^ 


.V.-^'^^ 


_  _  _  r        dv 

I  .  '    ('  (  1  —  r  )  v/ 1  -f-  t^ 


Faisons  maintenant  y/ 1  +  f  =  /  ;  il  vient 

tdt  _      r  dl 


=-\fïï^. 


){-i.  —  ti)t 


Décomposant  cette  fraction  rationnelle  en  fractions  simples,  on 
trouve  bien  aisément  pour  valeur  de  I 


I  =  \0i 


t-^-,  (t  —  H  \v'-^ 


et,  par  suite, 


D'ailleurs 


v/i  -^  j'2 


I  r 


i^'équation  (^  i  T))  devient  donc 


/2  _   ,  /    —    I       \     /    ^    y/,>. 


On  a  aussi 


/ 


r- 


iH-i  —  t^) 


i/2_i)2  (^i—n^ 
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et,  par  suite, 


t —  I  t^  —  1  t  —  I 

Dès  lors,  les  formules  (i4)  et  (16)  donnent  pour  la  valeur  de  y 


(•7)  y  =  Cit-i) 


t^  V/2V2 


t  —  '^'i.J 
Les  formules  (16)  et  (i-)  résolvent  le  problème. 
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dtii  J 
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Meteorologische  Zeilschrift  de  Berlin. 
Bulletin  de  la  Société  behe  d'Electriciens. 


ERRATA  ET  OMISSA. 

C'est  par  erreur  que  l'un  des  dei'niers  numéros  du  Bulletin  an- 
nonce que  M.  Schlijmilch  a  demandé  l'échange  de  sa  Zeitschrift 
filr  Mathematik  avec  le  Bulletin  de  la  Société.  Cet  échange  a 
été  décidé  sur  la  proposition  de  M.  Stcphanos,  archiviste  de  la 
Société. 

Dans  la  Table  générale  des  matières  des  dix  premiers  A  olumes 
qui  a  paru  à  la  fin  du  tome  XII,  on  a  omis  de  signaler  un  Mémoire 
de  M,  Lebon  Sur  les  surfaces  développables ,  qui  a  été  inséré 
dans  le  tome  VIII. 

A  cette  occasion^  nous  appelons  l'attention  des  auteurs  sur  la 
nécessité  de  nous  signaler  les  omissions  qu'ils  pourraient  remar- 
quer dans  les  Tables  annuelles.  Les  Tables  décennales  étant  faites 
à  l'aide  des  Tables  annuelles  reproduisent  naturellement  les  er- 
reurs qui  peuvent  s'y  être  glissées. 
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Sur  les  surfaces  lioino foc  aies  du  second  ordre: 
Par  G.  HuMBEiiT. 

(suite  et   fin.) 
(Séance  du   i8  février  i885.) 

V. 

Il  nous  reste  maintenant  à  traiter  la  deuxième  question  que  nous 
nous  sommes  posée  : 

Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
courbe  représentée  par  des  équations  de  la  forme  (i)  ne  soit  pas 
de  degré  n. 

Dans  le  cas  où  cette  courbe  est  de  degré  /?,  nous  avons  mon- 
lré(§III): 

1°  Que  les  fonctions  A|,  Ao,  .  .  .,  :^„_,  sont  linéairement  indé- 
pendantes. 

2°  Que  les  équations  (o),  déduites  des  équations  fondamen- 
tales (4),  ne  sont  pas  en  nombre  supérieur  à  /?  —  i. 

Si,  au  contraire,  la  courbe  n'est  pas  de  degré  n,  une  de  ces  deux 
conditions  n'est  pas  remplie. 

Pour  le  faire  voir,  nous  allons  examiner  successivement  les 
deux  cas,  signalés  au  §  III,  où  la  courbe  S  est  de  degré  inférieur 
à  /?. 

Dans  le  premier  de  ces  cas,  les  trois  polynômes  f\{t),  f-iit), 
f-i{t)  ont  A"  zéros  communs  :  nous  montrerons  que  les  équations  (5) 
sont  alors  en  nombre  égal  à.  n  -\-  k  —  i . 

Dans  le  second  cas,  à  un  point  de  la  courbe  correspondent 
p  valeurs  de  l'argument  t;  nous   montrerons  que    les    fonctions 

A,,  Aj,  .  .  . ,  \,^_^  sont  liées  par  -  [p  —  i)  relations  linéaires  et  ho- 
mogènes. 

Premier  cas.  —  Supposons  d'abord  que  les  polynômes/,  (/), 
f^U),  fsii)  aient  k  zéros  communs,  8,,  8o,  .,.,  fj^,  que,  pour 
simplifier  le  raisonnemenl,  nous  supposerons  différents. 


—  no  — 

Considérons  les  équations  rondamen laïcs  (4) 

et  faisons-y  ^  =  0,   :   les  polynômes  <I>|,  . . . ,  Ù,,  . . . ,  homogènes 
en/, j/oj/ii  s'annulent,  et  il  reste 

Aiv/ï (  0,  )  +  Av5/U0i )/5(0,  )  -4- . . .  =  o. 


On  a    des  équations  analogues  en   faisant  t  =  h>,  0;,,   ...,  B/,. 

T^  ,  ^       n( n  — ^  I )  ,  .         , .     ,    .  , 

l'ar  conséquent,  les ; équations  linéaires  et  homogènes,  a 

(Il  —  \){n  —  2 )  • 
inconnues, 

2 

(15)  'Bu^uH- =  o, 

(  L^i  a^ii  -î- =  o 

sont  vérifiées  par  les  k  systèmes  de  solutions 

^ii  X\r> 

/!(6a-)~    /4(9a-)/ô(0/.) 

Je  dis  que  ces  A'  systèmes  de  solutions  sont  différents,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  les  relations 

/!(9l)    ^    .A(Ol)/a(ei)    _ 
/I(fi2)  /4(92)/5(()-2j  ••■ 

sont  impossibles. 

Ces  équations  entraînent,  en  effet,  les  suivantes  : 

On  a  d'ailleurs,  par  hypothèse, 

/l(<^l)=/2(Ôl)=/3(e,)  =  0, 

y'(0,)=/2(eo=/3(e/)  =  o. 

Tout  polynôme  de  degré  n  en  t  est  fonction  linéaire  des  poly- 
nômes f\-,f'iif-si  f.\i  •  •  ',/,i+\  •  si  les  relations  (i6)  étaient  véri- 
fiées, on  pourrait  en  conclure  que  tout  polynôme  de  degré  /?,  s'an- 
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niilant  pour  /r=0,,  s'annule  pour  ^  =  0o,  ce  ([ui  est  impossible 
puisque  ^1  et  Oo  sont  différents. 

On  voit  de  même  que  les  quantités  y'/, (Oi  ),/o{^i\),  •  •  • ,  Jii+\  C^i  ) 
ne  sont  pas  nulles  à  la  fois. 

Les  équations  (i5)  sont  donc  vérifiées  par  k  systèmes  différents 
de  valeurs,  non  nulles  simultanément,  et  par  suite  : 

i''  Les  déterminants  d'ordre  ^^ — formés  avec  la  ma- 


trice 


(M) 


^  «+!,«+! 


Au       A43       .. 

Bu     

Lu      

sont  nuls. 

2°  Il  en  est  de  même  des  déterminants  obtenus  en  supprimant 
dans  l'un  quelconque  des  précédents  alignes  et  i  colonnes  quel- 
conques (i  =  I,  2,  . .  . ,  A"  —  i). 

Il  en  résulte  qu'en  éliminant  y^,  y'/,,  /s,  ...,  ff,_^.^  entre  les 
équations  (4),  on  trouvera  (n  —  A'  -f- 1)  équations  de  la  forme  (5). 

Second  cas.  —  Supposons  que,  quel  que  soit  ^,  on  puisse  trou- 
ver une  valeur  u,  différente  de  t,  telle  que  les  équations 

Ain       h{t)       h{.t) 
soient  satisfaites. 

En  ce  cas,  comme  on  l'a  dit,  à  un  point  de  la  courbe  S  corres- 
pondent plusieurs  valeurs  du  paramètre  t  :  soit/?  le  nombre  de 
ces  valeurs,  que  nous  désignerons  respectivement  par  t,  U{{t)^ 
ihit),  ...,  iip^iit). 

Posons,  pour  simplifier, 

^  ^   /lit)     ^  ^   /lit) 

Par  hypothèses  les  deux  équations 

X{u)  =  X{t),     Y(u)  =  Y(t) 
sont  satisfaites,  quel  que  soit  t,  pour  \es p  valeurs  de  i/  : 

t,    Ui(t),     ...,    Up_i(t). 

Nous  allons  faire  voir  que  dans  ce  cas  la   courbe   décrite  par 


—  i»i  — 

le  point  [J\{t)^f-i{t)^J'-i{t.j\  est  unicursale  cl  que  son   degré  esl 


En  effet,  les  zéros  communs  aux  deux  équations  algébriques 
en  a  :  X(?^)  ^  ^(0'  ^  (")  ^  ^(f)  satisfont  à  une  équation  algé- 
brique de  degré/?,  qui,  mise  sous  forme  entière,  sera 

(17)  M{t)ui>^'N(t)ui>-i-^...-^S(t)  =  0. 

M,  N,  . .  .  sont  des  polynômes  entiers  en  t. 
On  a,  par  suite,  identiquement, 


(18) 


M{t){u  —  t)[u—ui{t)]...[u  —  Up-i(t)\ 

=  M{t)uP-r-  ^(t)llP-^  -^.  .  .-^  S(  t). 


Observons  maintenant  que  les  équations 

X{u)  =  X{t).     \'{u)  =  \(t) 

ne  changent  pas  si  l'on  y  permute  u  el  t;  en  d'autres  termes,  l'équa- 
tion (i-)  qui  lie   u  et   t  aura  pour  racines,  si  l'on  y  considère  t 
comme  l'inconnue,  les   quantités  u,  Ui{u),  ?/o(«),  ...,  Up_t{u). 
On  a  ainsi^  A"  étant  un  facteur  constant, 

M{t)uP+N{t)uP-i-^...  =  k[Miu)tP^  N («)«/'-' +  ...]; 

d'oîi,  en  tenant  compte  de  (18),  l'identité 

(19)       M(t)(u  —  t)[u  —  ui{t )]  ...=  kM{u){t  —  u)[t  —  Ui{u)] 

Remarquons  en  second  lieu  que  la  suite  des  quantités 

Ui(t),    Ui[Ui(t)],    U2[Ui(t)],     ...,    Up-i[Uc{t)], 

OÙ  i  est  un  des  entiers  1,2,  .  .  . ,  p  —  i ,  est,  à  l'ordre  près,  iden- 
tique à  la  suite 

t,   Ui{t),   Ui{t),    ...,   u,,-i{t). 

On  a  en  effet 

X{Ui(t)]  =  \{t), 

Y[»,(0]  =  Y(0, 
et  par  suilc  les  quantités  qui  vérifient  les  relations 

X(«)  =  X(0,     Y(«)  =  Y(0 


—  9;j  — 

sont  identiques  à  celles  qui  vérifient  les  relations 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Posons  maintenant,  a  et  |j  étant  deux  constantes, 

7(,.^  (t~cc)\t-uiici)]...[t-  ?fp-i(a)] 
On  a 

^^"''-  "-  [»,(n-,3]["/(n-K,(3)]  •••• 

Or  l'équation  (19)  donne,  si  l'on  y  fait  n  =  Ui(t)  et  /  =  a, 

M(a)[i<,(0— x][«/(n-i<i(a)l... 

=  kMi[uiit)]['x  —  Ui(t)]\7.-Ui\iii(t)\.... 

Le  second  membre  est  égal,  d'après  la  remarque  précédente,  à 

/cyii[Ui{t)]{0L-~  t)[x~  Ui(t)]...['X~  Up-li  t)]. 

On  a  une  relation  analogue  en  |i,  et  l'on  en  conclut,  par  division, 

Si  maintenant  on  fait,  dans  l'identité  (19),  i(  =  a,  on  a 
M{t){oL  —  t)[oL  —  ui{t) . .  .=  /cM{x)(t  —  oi)[t  —  ui(oi)].  .  .; 

de  même 

M(  r)(  «.- 0[?  -  «i(0].  ••= '^-M(13)(«- ?)[^- «,(«.)].. . 

et,  par  suite, 

Il  en  résulte  que  les  quantités  t,  u,  (t),  . .  . ,  iip_\  (t)  sont  les  ra- 
cines d'une  équation  algébrique  en  11^  de  degré  /?,  de  la  forme 

(20)  Z(u)  =  Z{t). 

Cela  posé,  remarquons  que  les  fonctions  rationnelles  de  t, 
X(f)  et  Z(i)  sont  liées  par  une  relation  algébrique;  si  l'on  se 
donne  Z(<),  on  a,  pour  ?,/>  valeurs  correspondantes,  satisfaisant 
à  une  relation  de  la  forme 

Z(t)=l     ou     Z(t)  =  Z(()). 


—  !)4  — 

Ces  p  valeurs  sont  donc  0,  //i(0),  //^(h).  ...,  /fp  ,(0)  cl,  en 
vertu  des  relations 

X[«,(0)]=X(6), 

il  ne  correspond  à  ces  p  valeurs  qu'une  valeur  de  X.  En  d'autres 
termes,  X(/)  est  fonction  rationnelle  de  Z(^).  On  verrait  aisément 

que  le  degré  de  cette  fonction  est  -  • 

On  a  des  conclusions  identiques  pour  \  (t).  11  en  résulte  que  le 

point  {/{,  fil  fn)  décrit  une  courbe  unicursale    de    degré  —  •  Ce 

nombre  est  évidemment  un  entier;  posons  —  =  m. 

i  p 

Cherchons  maintenant  ce  que  représentent  les  courbes  A,  =^  o, 
Ao  =  o,  . . . ,  Ajo_i  =  o,  dont  nous  avons  appris  à  former  l'équation 
au  §  II. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  ce  paragraphe,  ces  courbes 
ont  un  point  multiple  d'ordre/?  —  i  en  tout  point  multiple  d'ordre 
p  de  S,  ou  plutôt,  ainsi  que  cela  résulte  de  la  démonstration 
même,  en  tout  point  de  S  auquel  correspondent />  arguments. 

Or  ici,  à  tous  les  points  de  S  correspondent/?  arguments  de  la 
forme 

/,  ui(o,  «2(0?  •••'  «/^-i(0; 

les  courbes  A  ont  donc  un  point  multiple  d'ordre/?  —  i  eu  cha- 
cun de  ces  points. 

On  aura  donc,  en  désignant  par  7=^0  l'équation  de  la  courbe 
de  degré  m  décrite  par  le  point  (/, ,  fi^f-i), 

(21)  A,=  7/J-iô/     (  f  =  I,  2,  . . .,  n  — 1), 

0/  désignant  un  polynôme  d'ordre  n  —  2  —  ni{p  —  i),  c'est-à-dire 

d'ordre  m  —  2,  en  .r,,  ^2?  -2^3 • 

1              1           •           1            {m  —  \){m  —  ■>.)       •   .      1      11        «      1 
La  courbe  unicursale  o-  a points  doubles,  a  cha- 
cun desquels  correspondent  2/?  valeurs  de  l'argument  de  la  forme 

/',     Ul(t'),     ...,     Up-i(t'). 

Les  courbes  A  doivent  avoir  en  ces  points  un  point  multiple 
d'ordre  2/:»  —  i,  et  par  suite  ces  points,  en  vertu  des  identités  (21), 
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sont  des  j)oinls  simples  des  eourbes  représentées  par  les  équations 
û/=  o. 

Les  courbes  oi  sont  donc  des  courbes  de  degré  tn  —  2,  adjointes 
à  la  courbe  unicursale  s-,  de  degré  m  ;  or,  pour  une  telle  courbe,  l'é- 
quation générale  des  courbes  adjointes  de  degré  ni —  2  est  de  la 
forme 

o  =  a,  pi  +  aa  P2  -+-  •  •  .  —  '^m-i  Pm-i , 

oLf,  ...  étant  des  constantes  et  les  courbes  p/=  o  des  courbes  ad- 
jointes de  degré  m  —  2.  On  en  conclut  que  les  polynômes  o,, 
S2,  . .  • ,  o«_)  sont  liés  par  n  —  i  —  (m  —  i),  c'est-à-dire  n  —  /?i  re- 
lations linéaires  et  homogènes,  et,  en  vertu  des  identités  (21),  les 
mêmes  relations  subsistent  entre  les  polynômes  A,,  A2,  . . . ,  A,i_^. 

C'est  là  précisément  le  résultat  que  nous  avions  énoncé,  et  qu'il 
s'agissait  de  démontrer. 

Ainsi  : 

Pour  que  la  courbe  représentée  par  les  équations  (1)  soit  de 
degré  n,  il  faut  et  il  suffit  : 

1°  Que  les  équations  (5),  obtenues  en  éliminant  entre  les 
équations  (4)  les  quantités  /t|,  f,_,  /^,  . . . ,  f\^^ ,  ne  soient  pas 
en  nombre  supérieur  à  n  — ■  i . 

Cette   condition    s'exprime   en    écrivant   que   les   déterminants 

a  ordre  lormes  avec  la  matrice  (M)  ne  sont  pas  nuls 

à  la  lois. 

2"  Que  les  fonctions  l^,  A^,  ...,  ^n-^,  formées  comme  on  Va 
dit  au  §  II,  à  l'aide  des  équations  (5),  soient  linéairement  in- 
dépendantes. 


Sur  les  surfaces  homofocales  du  second  ordre; 
Par  M   .G.   Humbert. 

(Séance  du  ■"''avril   iSS.î.) 

Le  présent  travail  a  pour  but  d'exposer,  à  l'aide  d'une  méthode 
spéciale  de  démonstration,  un  certain  nombre  de  propriétés  des 
quadriques  homolbcales,  dont  les  unes  sont  déjà  connues  et  dont 
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les  autres  me  semblent  nouvelles  :  cette  méthode  s'applique  éga- 
lement aux  surfaces  du  quatrième  degré  à  conique  double,  ainsi 
que  je  l'ai  fait  voir  dans  un  Mémoire  qui  paraîtra  prochainement. 

1.  Soient  E  une  surface  du  second  orch'c,  o-,  une  conique 
quelconque  située  dans  le  plan  de  l'infini,  et  passant  parles  quatre 
points  communs  à  E  et  au  cercle  de  l'infini. 

Je  dirai  que  deux  points  a  et  6  et  de  E  sont  conjugués  dans  le 
système  a-,  si  la  droite  ab  rencontre  la  conique  o-,  :  d'après  cela, 
deux  points  de  E,  situés  l'un  ou  l'autre  à  distance  finie,  sont  con- 
jugués dans  un  système  et  dans  un  seul. 

Les  droites  joignant  deux  points  de  E  conjugués  dans  un  sys- 
tème a-,  sont  donc  parallèles  aux  génératrices  d'un  cône  H  du  se- 
cond ordre,  homocyclique  à  E,  et  réciproquement. 

Une  sphère  quelconque,  S,  coupe  E  suivant  une  courbe  par 
laquelle  on  peut  faire  passer  quatre  cônes  du  second  ordre,  homo- 
cycliques  à  E  :  les  génératrices  d'un  de  ces  cônes  coupent  donc  E 
en  des  points  a  et  b,  a'  et  b',  ...  conjugués  dans  un  même  sys- 
tème. 

Les  points  a  et  b,  a'  et  6',  situés  sur  deux  de  ces  génératrices, 
sont  dans  un  même  plan  et  par  suite  sur  un  cercle  de  la  sphère  S  ; 
il  en  résulte  aisément  que  : 

Tout  cercle  qui  passe  par  deux  points  de  E  coupe  cette  sur- 
face en  deux  nouveaux  points  conjugués  dans  le  même  sys- 
tème; et  réciproquement  :  si  quatre  points  de  E  sont  sur  un 
cercle,  deux  d^ entre  eux  sont  conjugués  dans  le  même  système 
que  les  deux  autres. 

Je  dirai  qu'une  sphère  S  appartient  au  groupe  a-,  de  splières, 
si  l'un  des  cônes  du  second  ordre,  passant  par  l'intersection  de  E 
et  de  S,  contient  la  conique  a-,  :  une  sphère  appartient  donc  à 
quatre  groupes. 

D'après  cela,  le  cône  H,  qui  a  pour  base  la  conique  a-,  et  pour 
sommet  un  point  quelconque  m  de  l'espace,  coupe  E  suivant  une 
courbe  située  sur  une  sphère  S,  appartenant  au  groupe  a-,.  Si  le 
point  m  s'éloigne  à  l'infini  sur  une  droite  rencontrant  la  conique  a-, , 
le  cône  H  se  décompose  à  la  limite  en  deux  plans,  dont  l'un  est  le 
plan  de  l'infini  et  dont  l'autre  touche  en  ni  la  conique  a-,.  En  ce 
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cas,  la  sphère  S  se  tiécomposc  ('"oalemcnl  cii  («-s  deux  mêmes 
plans. 

Il  en  résulte  que  les  plans  qui  louchent  la  conique  o-,  peuvent 
être  considérés  comme  des  sphères  de  rayon  infini,  appartenant  au 
groupe  a-, . 

La  notion  des  groupes  de  sphères  est  très  importante  dans  la 
théorie  qui  va  suivre,  et  c'est  l'étude  des  propriétés  communes  aux 
sphères  d'un  même  groupe  qui  formera  l'objel  principal  de  ce  tra- 
vail; une  notion  corrélative  et  aussi  importante  est  celle  des 
groupes  de  cercles  bitangents. 

Je  dirai  qu'un  cercle  tangent  à  une  quadrique  E  en  deux  points 
a  et  h  appartient  au  groupe  t,  de  cercles  bitangents  si  les  points 
a  et  h  sont  conjugués  dans  le  système  t,. 

Si  d  et  h'  sont  respectivement  les  points  infiniment  voisins  de  a 
et  de  h  sur  le  cercle  bitangent,  il  résulte  d'une  proposition  établie 
plus  haut  que  ci!  et  h'  sont  conjugués,  comme  a  et  h,  dans  le  sys- 
tème 0-),  et  par  suite  que  le  plan  du  cercle  bitangent  touche  da 
conique  t,. 

Toute  spJière passant  par  un  cercle  bitangent  du  groupe  t, 
appartient  au  groupe  t,  de  sphères. 

Car  cette  sphère,  S,  coupe  E  suivant  une  courbe  A,  tangente  aux 
points  a  et  b  au  cercle  bitangent  considéré.  Il  en  résulte  aisément, 
si  l'on  se  reporte  aux  propriétés  connues  des  courbes  communes 
à  une  sphère  et  à  une  quadrique,  qu'un  des  cônes  du  second  ordre 
contenant  la  courbe  A  a  son  sommet  sur  la  droite  ab,  et  que  ab 
estime  de  ses  généi^alrices.  Ce  cône  coupe  donc  le  plan  de  Tinfini 
suivant  la  conique  t,,  et  par  suite  la  sphère  S  appartient  au 
groupe  0-,  de  sphères. 

2.  Ces  principes  établis,  nous  démontrerons  d'abord  le  théo- 
rème suivant,  qui  est  fondamental  pour  notre  objet. 

Théoiîkme  t.  —  Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  nul 
appartenant  à  un  même  groupe,  par  rapport  à  une  surface  E 
du  second,  ordre,  est  une  sur  face  du  second  ordre  hontofocale  à 
la  première. 

Ce  lliéorèuic  repose  sur  deux  lejumes. 

XHI. 
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Lcmme  1.  —  Le  lieu  des  jioints  conjugués  dans  un  svslènie  7, 
d'un  point  a  de  E  est  la  courbe  commune  à  E  et  à  un  cône  du  se- 
cond ordre  K,  de  sommet  a,  j)assant  par  la  conicpic  7^.  Celte 
courbe  est  sur  une  spiière  ii,  qui  louche  E  au  point  a. 

Lemmc  II.  —  Le  lieu  des  centres  des  sphères  du  i;rou])e  t,  qui 
]jassent  par  le  point  a  de  E  est  un  cône  du  second  oidre,  supplé- 
mentaire du  cône  K  et  dont  le  sommet  coïncide  avec  le  centre  de 
la  sphère  Q. 

Soil,  en  effet,  S  une  sphère  du  groupe  7,  passant  [lar  a  ;  on  voit 
sans  difficulté  que  cette  sphère  coupe  0,  suivant  un  cercle  tangent 
à  E  au  point  rt,  et  en  un  autre  point  b^  conjugué  de  a  dans  le  svs- 
tème  T,  ;  le  plan  de  ce  cercle  touche  d'ailleurs  la  conique  Ti.  II  eu 
résulte  que  le  centre  de  la  sphère  S  est  sur  une  perpendiculaire 
menée  du  centre  de  Q  sur  un  plan  tangent  au  cône  K,  ce  qui  dé- 
montre le  len)me. 

•Cela  posé,  soito  une  droite  quelconque  rencontrant  le  cercle  de 
l'infini,  et  coupant  ]'^  en  deux  points  c  cl  d;  cherchons  en  com- 
bien de  points  elle  coupe  le  lieu  E,  des  centres  des  sphères  de 
i^avon  nul  appartenant  au  groupe  o-,. 

Si  o  est  un  de  ces  points,  la  sphère  de  rayon  nul  de  centre  g 
contient  la  droite  S,  et,  comme  elle  appartient  par  hypothèse  au 
groupe  7,,  son  centre  sera  (lemme  II)  sur  le  cône  du  second  ordre 
qui  contient  les  centres  des  sphères  du  groupe  7,  passant  par  c. 
Inversement,  si  g  est  un  point  commun  à  0  et  à  ce  cône,  la  sphère 
de  centre  g  passant  par  c  appartiendra  au  groupe  7,  et  aura  évi- 
demment un  ravon  nul.  Il  en  résulte  que  le  lieu  E(  n'a  que  deux 
points  à  distance  finie  sur  la  droite  0. 

Si  0  est  une  génératrice  de  la  développable  circonscrite  à  E  et 
au  cercle  de  l'infini,  les  points  c  et  d  sont  confondus,  et  la  nor- 
niale  à  E  au  point  c  coïncide  avec  la  droite  0.  Or  le  sommet  du 
cône  qui  conlienl  les  centres  des  sphères  passant  par  cet  apparte- 
nant ou  groupe  7,  est  sur  la  normale  à  E  au  point  c  (lemmes  I 
et  II);  il  est  donc  sur  0  et  les  deux  points  où  0  coupe  ce  cône, 
c'est-à-dire  que  les  deux  points  où  0  coupe  E,   sont  confondus. 

On  voit  d'ailleurs,  sans  difficulté,  que  E,  coupe  le  cercle  de  l'in- 
fini aux  quatre  points  de  contact  des  tangentes  communes  à  ce 
cercle  et  à  la  conique  7,.  11  en  résulte  que  le  cercle  de  l'infini  ne 
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fait  pas  parlic  du  lieu  E|  el,  par  suite,  que  ce  lieu  est  une  surface 
du  second  ordre,  inscrite  dans  la  développable  circonscrite  à  E  et 
au  cercle  de  l'infini,  c'est-à-dire  une  surface  du  second  ordre  ho- 
mofocale  à  E.  c.  q.  f.  d. 

Le  calcul  vérifie  aisément  ces  conclusions.  Soient  en  effet 

J72  yi  ^2 

abc 

I X"*-  Y-  Z^  \ 


les  équations  de  E  et  d'un  cône  ïl  liomocvclique  à  cette  surface, 
coupant  le  plan  de  l'infini  suivant  une  conique  qui  sera  la  co- 
nique 3-, . 

L'équation  d'un  cône  parallèle  à  H,  ayant  pour  sommet  un  point 
a,  [3,  y  de  l'espace,  est 

et  l'équation  de  la  sphère,  du  groupe  a-,,  qui  passe  par  la  courbe 
commune  à  ce  cône  et  à  E, 


r  a  (  a  — IX 
L  « 


Soient  .r,  y,  z  les  coordonnées  du  centre  de  cette  sphère,  Rson 
ravon.  On  a  la  relation 


j2  ~2  ^    R2 


Si  R-=o,  cette  relation  montre  bien  que  le  lieu  des  centres 
des  sphères  de  rayon  nul  appartenant  au  groupe  a-,  est  une  qua- 
drique  E,  homofocale  à  E;  elle  fait  voir  de  plus  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  donné,  appartenant 
à  un  groupe  a,  par  rapport  à  une  quadrique  E,  est  une  qua- 
drique  concentrique  et  homothélique  à  une  quadrique  homo- 
focale à  E. 

3.   Soit  (I  un  point  de  la  courbe  commune  à  E  et  à  E,,  la  sphère 
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lie  ravon  nul  de  conlrc  a  coupe  E  suivaiil  une  coin  lie  |>;o-  lii(|ii('lle 
ou  peut  iaire  passer  un  conc  du  second  ordre  contenant  la  co- 
nique cr,  ;  ce  coue  toiiclie  cvidcniinenl  E  au  point  c/,  cl  par  suite  : 

Les  plans  tangents  menés  à  une  surface  du  second  ordre  le 
long  d'une  ligne  de  courbure  sont  parallèles  aux  plans  tan- 
gents d'un  cône  homocyclique  à  cette  surface. 

On  pourrait  d»' montrer  directement,  en  s'appuyant  sur  ce  qui 
précède,  c[ue  la  coiu-be  commune  à  E  et  à  E,  est  une  li<^ne  de  cour- 
bure de  ces  deux  surfaces,  et  que  E  et  E,  se  coupent  à  angle 
droit. 

i.  Le  théorème  du  n°  2  est  susceptible  de  nombreuses  applica- 
tions. 

Soient  a  la  courbe  commune  à  E  et  à  une  sphère  S,  H  un  des 
quatre  cônes  du  second  ordre  passant  par  celte  courbe.  Toute  gé- 
nératrice de  H  rencontre  a  en  deux  points  a  et  b,  conjugués  dans 
un  système  fixe  o-,,  elle  cercle  qui  touche  E  en  ces  deux  points 
est  à  l'intersection  de  S  et  du  plan  tangent  à  H  le  long  de  ab  :  ce 
cercle  fait  partie  du  groupe  c-,  de  cercles  bitangents  à  E.  En  d'autres 
termes,  les  cercles  bitangents  à  une  courbe  sphérique  tracée  sur 
E  forment  quatre  séries,  et  les  cercles  d'une  même  série  font  par- 
tie d'un  même  groupe  t,,  de  cercles  bitangents  à  E. 

Toute  sphère  passant  par  un  de  ces  cercles  appartient  (n"  1)  au 
groupe  (7,  de  sphères;  et,  si  elle  a  un  rayon  nul,  son  centre  est 
situé  (théorème  I)  sur  une  quadrique  Ei,  homofocale  à  E. 

D'un  autre  côté,  on  sait  que  les  sphères  de  rayon  nul  qui 
passent  par  les  cercles  d'une  même  série,  bitangents  à  une  courbe 
sphérique  située  sur  une  quadrique,  ont  leurs  centres  sur  une  autre 
courbe  sphérique  du  quatrième  ordre,  qu'on  nomme  focale  de  la 
première;  une  courbe  sphérique  tracée  sur  une  quadrique  a  ainsi 
quatre  focales;  et  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  : 

Les  quatre  focales  d'une  courbe  sphérique  tracée  sur  une 
quadrique  sont  sur  quatre  surfaces  du  second  ordre,  homofo- 
cales  à  la  proposée. 

D'une  manière  plus  générale,  toute  sphère  du  groupe  g-,  coupe  E 
suivant  une  courbe  dont  une  des  focales  est  sur  la  quadrique  E,, 
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lieu  (les  centres  des  sphères  de  rayon  nul  appai'h'iiaiit  au  groupe  t,. 
On  peut  donc  énoncer  celle  première  propriété  générale  des 
sphères  cV un  même  groupe  : 

Les  courbes  communes  à  une  quadiique  eL  aux  sphères  ap- 
partenant à  un  même  groupe  par  rapport  êi.  cette  quadrique 
ont  une  de  leurs  focales  sur  une  nu'/ne  qu((d/i  /ue,  homofocale 
à  la  proposée. 

On  sait  que  les  locales  de  la  courbe  a,  coninnine  à  une  sphère  S 
et  à  une  quadrique  E,  sont  respectivement  sur  quatre  sphères, 
orthogonales  à  S,  et  dont  les  centres  coïncident  avec  les  sommets 
des  quatre  cônes  du  second  ordre  qui  passent  par  la  courbe  a.  11 
en  résulte  aisément  la  proposition  suivante  : 

Soient  y.  la  courbe  commune  à  une  quadrique  E  et  à  une 
sphère  S,  du  centre  O;  a,  une  focale  de  a,  située  sur  une  qua- 
dricjue  E,,  homofocale  à  E,  et  sur  une  sphère  S,,  de  centre  0^  : 
le  plan  polaire  de  O  par  rapport  êi  E,,  le  plan  polaire  de  O, 
par  rapport  êi  E,  et  le  plan  radical  des  sphères  orthogonales  S 
et  S,  coïncident. 

Il  en  résulte  facilement  qu'on  ne  peut,  d'un  point  O  comme  centre, 
décrire  qu'une  seule  sphère  appartenant  à  un  groupe  donné  o-|,  et 
le  théorème  précédent  donne  de  suite  le  moven  de  la  construire. 

11  existe  une  autre  relation  de  position  entre  les  courbes  a  et  a,. 

La  développal)le  circonscrite  à  E,  le  long  de  la  courbe  a,  est 
une  développable  du  huitième  ordre,  ayant  pour  lignes  doubles 
quatre  coniques  :  on  peut  appeler  focales  d'une  telle  surface  les 
droites  par  lesquelles  on  peut  mener  deux  plans,  tangents  à  la  fois 
à  cette  développable  et  au  cercle  de  l'infini.  Il  v  a  en  général  huit 
plans  tangents  à  la  dévelo|)pable  et  au  cercle  de  l'infini,  et  par 
conséquent  28  focales.  Cette  définition  est  la  même  que  celle  des 
locales  d'un  cône. 

Cela  posé,  remarquons  que  les  plans  tangents  à  E|  et  au  cercle 
de  rinfhu  touchent  E,  le  long  d'une  courbe  du  cpialrièine  ordre, 
rencontrant  en  huit  points  la  Sj)hère  S,,  et  par  suite  la  courbe  a,. 
Il  y  a  donc  huit  plans  tangents  à  la  fois  à  E,,  à  la  courbe  a,  et  au 
cercle  de  l'infini.  Or  a,  est  focale  de  a.,  en  d'autres  termes,  les 
plans  tangents  à  a,  et  au  cercle  de  l'infini  touchent  a;  de  même  les 
plans  tangents  comnuins  à  1^,  cl  au  cercle  de  l'infini  louchent  E. 
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11  en  résulte  que  la   dévelo[)[)al)le  circonscrite  à  1*^  le   long  (Je  a  et 
celle  circonscrite  ù  1'])  le  lon<^  de  a,  ont  huit  plans  tangents  com- 
muns et  que  ces  plans  touchent  le  cercle  de  linlini  :  ces  deux  dé- 
veloppables  ont  donc  mêmes  focales. 
Ainsi  : 

La  développable  circonscrile  à  une  quadrique  le  long  (V une 
courbe  spliérique  et  la  développable  cifconscrile  à  une  qua- 
drique  liomofocale,  le  long  d' une  focale  de  celle  courbe,  sont 
lioniojocales. 

Ces  propositions  restent  évidemment  vraies  quand  la  s|)lièrc  S  se 
réduit  à  un  plan  ;  on  obtient  alors  les  propriétés  suivantes,  qu'on 
aurait  pu  déduire  d'un  théorème  démontré  plus  loin  (n'^  7)  et  dû 
à  M.  Darboux. 

Les  deux  focales  d'une  conique  (a)  tracée  sur  une  qua- 
drique  (E)  sont  sur  deux quadiiques  (E,)  et  (Eo),  honiofocales 
à  la  proposée. 

Soient  a,  et  ao  ces  deux  focales  : 

Les  cônes  circonscrits  aux  quadriques  E,  E,  et  E^  respective- 
ment  le  long  des  coniques  a,  a,  et  a2  so/tt  liomofocnux. 

Ils  ont  donc  en  particulier  même  sommet. 

Si  l'on  remarque  que  les  plans  parallèles  à  un  plan  donné  P 
appartiennent  à  un  môme  groupe  par  rapport  à  E,  et  que  ce 
groupe  reste  le  même  quand  P  varie  en  restant  tangent  à  un  cône 
homocYclique  à  E,  on  voit  que  : 

Les  focales  des  coniques,  situées  à  l'intersection  d'une  qua- 
drique  et  d'une  série  de  plans  parallèles,  restent  sur  deux  qua- 
driciues,  honiofocales  à  la  proposée. 

Les  coniques  communes  à  une  cjuadricjue  E  et  à  tous  les 
plans  parallèles  aux  plans  tangents  d'un  même  cône,  homo- 
cy clique  à  cette  surface,  ont  une  de  leurs  focales  sur  une  cjua- 
drique  liomofocale  à  E. 

Les  axes  des  sections  faites  dans  E  par  une  séi'ie  de  plans  paral- 
lèles entre  eux  décrivent  deux  plans;  par  suite  : 

I^es  foyers  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second 
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ordre  E,  pdr  une  série  de  plans  parallèles,  décrivent  deux  co- 
niques, situées  sur  deux  quadriques  homofocales  à  E;  une  de 
ces  quadriques  reste  fixe  si  les  plans  sécants  restent  parallèles 
aux  plans  tangents  d'un  cône  lionwcyclique  à  E. 

Remarque.  —  On  sait  que  chacune  des  focales  d'une  courbe 
située  à  l'intersection  d'une  quadricjue  E  et  d'une  sphère  S  coupe 
orthogonalement  cette  sphère  en  quatre  points  situés  sur  un 
cercle,  et  qu'on  appelle yo>'e/'i'  associés  de  la  courbe  sphérique. 

Il  résulte  de  ce  (jui  précède  que  : 

Par  quatre  foyers  associés  de  la  courbe  commune  à  une 
quadrique  E  et  à  une  sphère  S,  passe  une  cjuadricjue  homofo- 
cale  à  la  première  et  normale  en  ces  points  ci  la  sphère  S. 

D'un  autre  côté,  une  sphère  est  normale  à  une  quadrique  E  en 
quatre  points  situés  sur  la  conique  polaire  du  centre  de  la  sphère; 
il  en  résulte  que  : 

Le  lieu  des  foyers  des  courbes  communes  à  une  sphère  fixe 
et  à  une  série  de  quadriques  homofocales  coïncide  avec  le  lieu 
des  points  où   cette  sphère  est  normale  à  ces  quadriques. 

Le  lieu  des  foyers  des  courbes  communes  à  une  série  de  qua- 
dricjues  homofocales  et  à  une  série  de  sphères  concentriques 
coïncide  avec  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  menés 
tangentiellement  aux  cjuadriques par  le  centre  des  sphères. 

En  particulier  : 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  par  un  même  plan  dans 
une  série  de  quadriques  homofocales  coïncide  avec  le  lieu  des 
pieds  des  normales  à  ces  surfaces,  contenues  dans  le  plan. 

Ce  dernier  lieu  a  été  étudié  par  M.  Chasles  :  c'est  une  courbe 
du  troisième  ordre.  De  même  : 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  dans  une  série  de  qua- 
driques Jiomofocales  par  une  série  de  plans  parallèles  entre 
eux  coïncide  avec  le  lieu  des  pieds  des  normales  qu'on  peut 
mènera  ces  quadriques  parallèlement  aux  plans  considérés. 

o.  Si  l'on  se  reporte  à  un  théorème  donné  au  n°  t2,  on  voit, 
comme  pkis  haut,  que  : 
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Les  centres  des  sphères  de  rayon  d<>nn<'\  doiihienienl  tan- 
genles  à  une  courbe  sphéruiue  tracée  sur  une  quudrique  E,  dé- 
crwent  quatre  courbes  spJiériques  du  quatrième  ordre  ;  chacune 
d'elles  est  sur  une  quadrique  concentrique  et  honiothétiquc  à 
une  quadrique  honwfocale  à  E. 

Les  autres  théorèmes  du  numéro  précédent  se  j^énéraliseraienl 
d'uue  manière  analogue. 

(3.  En  vertu  du  théorème  I,  tout  point  a  situé  à  l'intersection 
de  E  et  d'une  quadrique  liomofocale  E,  est  le  centre  d'une  sphère 
de  raj'on  nul  appartenant  à  un  groupe  '7^  ;  en  d'autres  termes,  cette 
sphère  coupe  E  suivant  une  courhe  située  sur  un  cùne  passant 
par  la  conique  a-,.  Ce  cône  touche,  comme  on  l'a  dit,  la  qua- 
drique E  au  point  a;  et,  puiscjue  les  cercles  communs  à  la  sphère 
et  aux  plans  tangents  du  cône  sont  des  cercles  bi tangents  à  E,  fai- 
sant partie  du  groupé  t,,  il  en  résulte  que  le  cercle  de  rayon  nul 
de  centre  <7,  situé  dans  le  plan  tangent  à  E  au  point  «,  pourra  être 
considéré  comme  un  cercle  bitangent  du  groupe  a-, . 

Par  suite,  toute  sphère  passant  par  ce  cercle,  c'est-à-dire  toute 
sphère  tangente  en  a  à  la  quadrique  E,  appartiendra  au  groupe  <r,. 
Si  de  plus  on  remarque  que  par  un  point  a  de  E  passent  deux 
quadriques  homofocales  à  E,  on  voit  que  : 

Toutes  les  splières  tangentes  à  une  quadrique  E  en  un  même 
point  appartiennent  à  deux  mêmes  groupes. 

Toutes  les  sphères  tangentes  à  une  quadrique  E  en  tous  les 
points  d'une  ligne  de  courbure  appartiennent  à  un  même 
groupe. 

Par  suite  : 

Les  sphères  tangentes  à  une  quadrique  E  eji  tous  les  points 
d' une  ligne  de  courbure  coupent  cette  quadrique  suivant  des 
courbes  qui  ont  une  de  leurs  focales  sur  la  quadrique  liomofo- 
cale à  E  cjui  contient  la  ligne  de  courbure  considérée. 

Les  sphères  tangentes  à  une  quadrique  E  eti  un  même 
point  a  ont  deux  de  leurs  focales  situées  respectivement  sur  les 
deux  quadriques  homofocales  à  E  qui  passent  par  le  point  a. 

On  a    vu  (pie   les  sphères    de    rayon  donné  appartenant  à   un 
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iiit'iiie  groupe  oiiL  leurs  cenlies  sur  une  (juaclritjue,  coucenUicjue 
et  lioniollu'-liqiie  à  une  surlace  homorocale  à  E;  par  suite  : 

Sur  les  normales  menées  à  une  quadrique  E  le  long  d' une 
ligne  de  courbure  située  sur  une  surface  liomofocale  E,,  por- 
tons de  part  et  d'autre  du  pied  une  longueur  constante  :  le  lieu 
des  points  ainsi  déterminés  sera  une  courbe  gauche,  située  sur 
une  quadrique  concentrique  et  homolkétique  à  E,. 

7.  Les  sphères  d'une  même  série,  bitangentes  à  une  qua- 
drique Q  inscrite  dans  une  surface  du  second  ordre  E,  apjpar- 
tiennent  à  un  même  groupe  par  rapport  à  E. 

Par  sphères  d'une  même  série  bitangentes  à  Q,  j'entends  les 
sphères  bitangentes  qui  ont  leurs  centres  dans  un  même  plan 
principal  de  Q. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  remarquer  que  les 
cercles  de  Q,  situés  dans  des  plans  parallèles  entre  eux,  sont  bi- 
tangents  à  E,  et  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact 
a  une  direction  fixe.  II  en  résulte  que  ces  cercles,  bitangents  à  E, 
appartiennent  à  un  même  groupe,  et  par  suite  que  les  sphères  bi- 
tangentes à  Q,  qui  contiennent  un  de  ces  cercles,  font  aussi  par- 
tie d'un  même  groupe. 

De  là  se  déduisent  immédiatement  les  propositions  suivantes 
(théorème  I)  : 

Les  focales  d'une  quadrique  inscrite  dans  une  quadrique  E 
50/?/  sur  trois  surfaces  du  second  ordre,  homofocales  à  E.  (Dar- 

BOUX.) 

Les  sphères  d'une  même  série,  bitangentes  à  une  quadriciue  Q, 
inscrite  dans  une  surface  du  second  ordre  E,  coupent  cette  der- 
nière suivant  des  courbes  qui  ont  une  de  leurs  focales  sur  une 
même  quadrique,  liomofocale  à  E.  Cette  quadrique  contient  la 
focale  de  Q,  située  dans  le  plan  principal  qui  renferme  les 
centres  des  sphères  bitangentes  considérées. 

Le  théorème  suivant,  analogue  à  celui  qu'on  vient  de  démon- 
trer, donne  lieu  à  des  conséquences  analogues. 

Les  sphères  inscrites  à  une  surface  de  révolution  du  second 
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ordre  bilangenle  à  une  <iii(i(lri(jiie  appuriiertnenl  à  un  niènic 
groupe  par  rapport  à  celle  quadrique. 

Soit  en  efTet  S  une  de  ces  sphères,  loiielinnt  la  surface  de  révo- 
lution R  suivant  un  cercle  y  '•  ce  cercle  coupe  les  coniques  a  et  ^i 
communes  aux  surlaces  bitangentes  R  et  E  en  des  points  a  et  b, 
a'  et  y  \  et  en  ces  points,  en  a  et  h  par  exemple,  la  lang<Mite  à  la 
courbe  d'intersection  de  S  et  de  E  coïncide  avec  la  tangente  à  la 
conique  a.  En  d'autres  termes,  le  [)lan  de  cette  conique  touche 
en  a  et  b  la  courbe  commune  à  S  et  à  E;  celte  courije  est  donc 
sur  un  cône  du  second  ordre  H  (homoc_) clique  à  E),  passant  par 
la  droite  ab.  Or  les  plans  des  cercles  y  ayant  une  même  direction, 
il  en  est  de  même  des  droites  ab,  et  les  cônes  H  ont  cinq  points 
communs  à  l'infini  :  ils  coupent  donc  le  plan  de  l'iidlni  suivant 
une  même  conique  o-,,  et  par  suite  les  sphères  S,  inscrites  à  R, 
appartiennent  à  un  même  groupe  par  rapport  à  E. 

On  démontrerait,  par  des  considérations  analogues  à  celles  qui 
précèdent  et  à  celles  du  n"  7,  les  deux  propositions  suivantes,  dans 
lesquelles  on  désigne  par  cyclide  une  surface  quelconque  ayant  le 
cercle  à  l'infini  pour  ligne  double. 

Les  sphères  bitangentes  à  une  cyclide  forment  cinq  séries  : 
les  sphères  d'une  même  série,  bitangentes  à  une  cyclide  inscrite 
dans  une  quadrique  E  suivant  une  courbe  sphérique,  appar- 
tiennent à  un  même  groupe  par  rapport  et  E. 

Les  sphères  inscrites  à  une  cyclide  à  deux  points  doubles, 
tangente  en  quatre  points  à  une  quadrique  E,  appartiennent  à 
-un  même  groupe  par  rapport  à  cette  quadrique. 

De  ces  propositions  et  du  théorème  démontré  au  commence- 
ment du  n"  7,  on  déduit  diverses  conséquences  relatives  aux 
sphères  appartenant  à  un  même  groupe  par  rapport  à  une  qua- 
drique E. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  chercher  l'enveloppe  des  sphères 
d'un  groupe  donné,  et  dont  les  centres  sont  dans  un  plan  donné  P. 

Les  quadriques  inscrites  à  E  et  ayant  P  comme  plan  jn-incipal 
sont  en  nombre  simplement  infini;  les  sphères  bitangentes  à  l'une 
d'elles  appartiennent  à  un  même  groupe  par  rapport  à  E;  on  en 
conclut  aisément,  puisque  d'un  point  donné  comme  centie  on  ne 


-   107  - 
peut  (lôcriro  <nriiiu>    sphrrc  d'iiu  groupe  dontu';,  cpic  rciivcloppc 
chcrclice  est  une  quadrlquc  inscrite  à  E,  ayani  I'  |)()iir  plan   prin- 
cipal. 
Ainsi  : 

L'enveloppe  des  sphères  apparlenaiU  à  un  même  groupe  par 
rapport  à  une  quadrique  E  et  ayant  leurs  centres  dans  un 
plan  donné  est  une  quadrique  symétrique  par  rapport  à  ce 
plan  et  inscrite  à  E. 

On  verrait  de  même  que  : 

Les  sphères  appartenant  à  un  même  groupe  par  rapport 
Cl  E  et  ayant  leurs  centres  sur  une  droite  donnée  enveloppent 
une  quadrique,  de  révolution  autour  de  cette  droite,  et  bi tan- 
gente à  E. 

L'enveloppe  des  sphères  d'un  même  groupe  par  rapport  à  E 
et  orthogonales  à  une  sphère  donnée  est  une  cyclide  qui  admet 
cette  sphère  pour  sphère  directrice,  et  qui  touche  E  suivant 
une  courbe  sphérique. 

La  sphère  considérée  peut  avoir  un  rayon  nul. 
L'enveloppe  des  sphères  d'un  même  groupe  passant  par  un 
point  est  une  cyclide  qui  a  un  point  conique  en  ce  point  et  qui 
touche  E  suivant  une  courbe  sphéi-ique. 

L'enveloppe  des  sphères  appartenant  à  un  même  groupe 
par  rapport  à  E  et  passant  par  deux  points  donnés  est  une 
cyclide  qui  a  un  point  conique  en  chacun  de  ces  points  et  qui 
touche  la  quadrique  E  en  quatre  points. 

8.  La  théorie  du  numéro  précédent  nous  permet  de  traiter  ce 
problème  : 

Construire  une  quadrique  (Q),,  inscrite  à  une  quadrique 
donnée  (E)  et  bitangente  à  deux  sphères  données,  S  et  S,: 
avec  la  condition  que  les  centres  de  ces  sphères,  o  et  o,,  soient 
dans  un  même  plan  principal  de  Q. 

Les  conditions  imposées  à  la  (piadiique  Q,  ainsi  délinic,  sont 
au  nombre  de  neuf;  néanmoins  le  problème  est  généralement 
impossible;  il  laut  évidemment,  pour  qu'il  le  devienne,  que  les 
sphères  S  et  S,  appartiennent  à  un  même  groupe  (  n"  7).  Si  cette 
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condition   est   remplie,  il   r  ii   une   infinité  de  (fuddiiijncs  rr- 
pondanl  à  la  (/iiestion . 

En  cflet,  soit  S^  une  troisième  sphère,  de  centre  Oo,  apparte- 
nant au  même  groupe  que  S  et  S,  :  les  sphères  de  ce  groupe  ayant 
leurs  centres  dans  le  plan  00,0-,  enveloppent  une  quadrique  qui 
répond  à  la  question. 

C'est  là  une  deuxième  pi-opriélé  i>énérale  des  spjièfes  d^ un. 
même  groupe  ;  on  peut  l'énoncer  ainsi  : 

On  peut  toujours  construire  une  (/iKidrique  inscrite  à  une 
qucidrique  donnée  E,  et  hitaiigente  à  trois  sphères  (ipjxtr te- 
nant à  un  même  groupe  par  rapport  à  E. 

On  voit  de  même  que  : 

On  peut  toujours  construire  une  quadrique  bilan  génie  à 
une  quadrique  donnée  E  et  inscrite  à  deux  sphères  apparte- 
nant à  un  même  groupe  par  rapport  à  E. 

Si  l'on  remarque  qu'une  sphère  S  appartient  à  quatre  groupes 
par  rapport  à  E,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Les  r/uadriques  inscrites  à  une  quadrique  E  et  bitangentes 
à  une  sphère  S  se  partagent  en  quatre  classes  :  les  qua- 
dricjues  d'une  même  classe  ont  celle  de  leurs  focales,  dont  le 
plan  passe  par  le  centre  de  la  sphère  S,  située  sur  une  même 
quad/-ique  E,  Iwmo focale  à  E. 

L/ie  des  quat/-e  quadriques  Yj^, ainsi  définies,  veste  fixe  si  la 
sphère  considérée  varie  sans  cesser  d'appartenir  à  un  même 
groupe  par  rapport  à  E. 

Ces  quatre  quadriques  sont  celles  qui  contiennent  respjecti- 
i'ement  les  quatre  focales  de  la  courbe  commune  à  la  qua- 
drique E  et  à  la  sphère  S. 

De  là  résulte  une  conséquence  intéressante  : 

Les  quadriques  d'une  même  classe,  inscrite  à  la  quadrique 
E  et  bitangentes  à  la  sphère  S,  ont  leuis  centres  sur  une  sur- 
face du  second  ordre,  lieu  des  centres  des  sections  faites  da/is  la 
quad/ique  E,,  />c//-  les  plans  issus  du  centre  de  la  splière. 

En  transformant  par  homographie,  on  voit  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  quadriques  inscrites  à  une  quadrique 
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(loiinéc  A  rt  bùnnaentes  à  une  (jiiadriqiie  donnée  B  se  décom- 
pose en  (judlrc  surfaces  du  second  ordre,  qui  passent  par  les 
centres  des  deux  premières. 

On  dénionlrerall  d'une  manière  analogue  que  : 

Les quadriques  de  révolution  bitangenles  à  une  quadricjae^ 
et  inscrites  à  une  sphère  S  se  divisent  en  cjuatre  classes  :  les 
quadriques  d'une  même  classe  ont  leurs  deux  foyers  sur  une 
même  c^uadriciue  E,,  homofocale  à  E. 

Les  quatre  quadriques  E,  ,ainsi  définies,  sont  celles  qui  con- 
tiennent respectivement  les  quatre  focales  de  la  courbe  com- 
mune aux  surfaces  E  e^  S. 

Ce  sont  donc  celles  que  nous  avons  rencontrées  tout  à  l'heure  : 

Le  lieu  des  centres  des  quadriques  d'une  même  classe,  in- 
scrites à  la  sphère  S  et  bitangentes  à  la  quadrique  E,  est  une 
surface  du  second  ordre,  lieu  des  milieux  des  cordes  de  la 
quadrique  E,,  issues  du  centre  de  la  sphère. 

Ce  lieu  est  évidemment  le  même  fjue  celui  des  centres  des 
sections  laites  dans  E,  par  des  plans  issus  du  même  point.  Donc  : 

Le  lieu  des  centres  des  quadriques  inscrites  à  une  quadrique 
A  et  bitangentes  à  une  autre  quadrique  B  est  le  même  que  le 
lieu  des  centres  des  quadriques  inscrites  à  B  et  bitangentes 

à  A. 

Des  conséquences  d'un  autre  ordre  sont  relatives  aux  lignes 
doubles  de  la  développable  circonscrite  à  une  quadrique  E  et  à 
une  sphère  S. 

Une  telle  développable  a  pour  lignes  doubles  quatre  coniques  : 
un  point  m  de  l'une  d'elles  est  le  sommet  d'un  cône,  H,  circonscrit 
à  E  et  bitangent  à  S.  Or  cette  sphère  appartient  à  qnatre groupes, 
0-,,  o-o,  0-3,  T,  ;  les  sphères  bitangentes  au  cône  H,  appartenant  à 
la  même  série  que  S,  feront  donc  partie  d'un  de  ces  groupes,  en 
vertu  du  théorème  démontré  au  commencement  du  n"  7.  En  parti- 
culier, la  sphère  de  rayon  nul,  ayant  pour  centre  le  sommet  m  du 
cône,  appartiendra  à  un  de  ces  groupes,  o-,  par  exemple,  et  le  point 
m  sera  (théorème  1)  sur  la  quadrique  E,,  homofocale  à  E,  lieu  des 
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centres  des  sphères  de  ravon  nul  apparlenanl  nii  groupe  T|.  On  en 
déduit  sans  diffieulté  les  théorèmes  suivants  :  ■ 

Les  quatre  li<ines  doubles  de  la  déi'eloppable  civcoi^serite  à 
une  quadrique  E  et  à  une  splière  sont  sur  quatre  quadriques, 
honiofocales  à  E  (Ghasles).  Chacune  de  ces  quadriques  contient 
une  des  focales  de  la  courbe  commune  à  la,  surface  E  et  à  la 
splière  considérée. 

On  a  de  phis  celte  troisième  propriété  générale  des  sphères 
d'un  même  groupe. 

Les  développables,  circonscrites  à  une  quadrique  E  et  à  cha- 
cune des  sphères  appartenant  à  un  groupe  donné  par  rapport 
à  celte  quadrique,  ont  une  de  leurs  lignes  doubles  sur  une 
même  quadrique.,  homofocale  à  E,  qui  contient  également  une 
des  focales  des  courbes  communes  à  la  quadrique  E  et  aux 
sphères  considérées. 

En  particuher  : 

Les  développables  circonscrites  à  une  quadrique  et  aux  dij- 
férentes  sphères  qui  passent  par  un  même  cercle  hitangent  à 
cette  surface  ont  une  de  leurs  lignes  doubles  sur  une  même  qua- 
drique, homofocale  à  la  proposée. 

Les  théorèmes  des  n°^  7  et  8  permettent  évidemment  de  donner 
à  cette  proposition  générale  plusieurs  formes  différentes. 

9.  Considérons  un  cercle  hitangent  du  groupe  s-,,  touchant  E 
aux  points  a  et  6,  et  par  ce  cercle  menons  une  sphère  S,  tangente 
à  E  en  un  point  m  différent  des  jîoints  a  et  b  :  la  sphère  S  coupe 
E  suivant  une  courhe  avant  un  point  douhle  en  J7i,  et  située  sur 
un  cône  H,  passant  par  la  conique  a-,.  Ce  cône  (dont  le  sommet 
est  sur  la  droite  ab)  est  donc  tangent  à  E  au  point  m.  En  d'autres 
termes,  le  plan  tangent  à  E  au  point  fn  touche  la  conique  o-,  ; 
m  est  donc  (n°  3)  sur  la  ligne  de  courhure  commune  à  E  et  à  la 
quadrique  homofocale  Ej,  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon 
nul  appartenant  au  groupe  o-,.  De  là  résulte  ce  théorème,  qui 
exprime  une  propriété  générale  des  cercles  bitangents  d'un 
même  groupe  : 

Par  tous  les  cercles  bitangents  à  une  quadrique  E  et  appar- 


tenant  à  un  groupe  donné,  menons  fies  sphèi-es  tangentes  à  E^ 
les  points  de  contact  sont  sur  une  même  ligne  de  courbure  de 
celte  rjuadrique  (  '  ). 

On  suppose  que  la  sphrre  menée  par  un  cercle  l)i tangent 
touche  E  en  un  point  non  situé  sur  ce  cercle. 

Comme  on  l'a  dit  plus  haut  (n"  4),  toute  courbe  sphérique  tracée 
sur  E  admet  quatre  séries  de  cercles  bitangents,  et  les  cercles 
d'une  même  série  font  partie  d'un  même  groupe;  donc  : 

Les  sphères  d'une  même  série,  bitangentes  à  une  courbe 
sphérique  tracée  sur  une  quadrique  et  simplement  tangentes 
à  cette  surface  la  touchent  suivant  une  ligne  de  courbure. 

La  courbe  sphérique  peut  se  réduire  à  deux  cercles,  dont  l'un 
peut  êti-e  de  ravon  nul  : 

Les  sphères  d'une  même  série,  tangentes  à  deux  cercles  situés 
sur  une  quadrique,  et  simplement  tangentes  à  cette  surface, 
la  touchent  suivant  une  ligne  de  courbure. 

De  même,  pour  les  sphères  passant  par  un  ombilic  et  tan- 
gentes à  un  cercle  situé  sur  la  quadrique 

On  suppose  que  les  deux  cercles  considérés  sont  une  même 
sphère. 

La  courbe  sphérique  peut  devenir  plane  ;  il  n'y  a  plus  alors  que 
deux  séries  de  sphères  bitangentes. 

Les  sphères  d'une  même  série,  bitangentes  à  une  conique 
située  sur  une  quadrique  et  simplement  tangentes  à  cette  sur- 
face, la  touchent  suivant  une  ligne  de  courbure,  qui  passe  par 
les  extrémités  du  diamètre  conjugué  du  plan  de  la  conique. 

Les  sphères  d'une  même  série  tangentes  aux  deux  généra- 
trices qui  passent  par  un  point  a  d'une  quadrique,  et  simple- 
ment tangentes  à  cette  surface,  la  touchent  suivant  une  ligne 
de  courbure  passant  par  a. 

On  peut  compléter  ces  résultats  comme  il  suit  : 


(')  Rappelons,  pour  faciliter  rinlcrprctation  géométrique  de  ce  théorème,  que 
les  cercles  bitangents  d'un  même  groupe  sont  ceux  qui  touchent  la  quadrique  K 
en  deux  points  a  et  b,  tels  que  les  droites  ab  soient  parallèles  aux  génératrices 
d'un  cône  homocycliquc  à  E. 
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On  a  monlir  que  le  |)f>inL  de  conlacL,  m,  avec  \\,  (runo  sphère 
passant  par  un  cercle  cruiie  groupe  donné,  tangent  à  E  aux  points 
a  et  h^  est  sur  une  ligne  de  courl)nre  fixe  de  E  :  Cette  ligne  de 
courbure  est  normale  en  m  au  cercle  qui  passe  par  les  pointa 
a,   h,  m. 

10.  On  peut  se  proposer  d'étudier  les  lignes  de  courbure  d'une 
quadrique  dans  la  Géométrie  de  M.  Cavley  ;  nous  n'envisagerons 
qu'un  cas  particulier  de  ce  problème,  et  nous  arriverons  ainsi  à 
une  extension  simple  des  résultats  obtenus  plus  haut.  —  Etant 
donnée  une  conique  a,  on  appelle  normale  (par  rapport  à  a),  en 
un  point  a  d'une  surface  E,  la  droite  qui  joint  a  au  pôle,  par  rap- 
port à  la  conique  a,  du  plan  tangent  à  la  surlace  au  point  a . 

Les  lignes  de  courbure,  dans  cette  géométrie,  sont  alors  des 
courbes  telles,  que  les  normales  à  E  en  tous  leurs  points  forment 
une  surface  développable. 

Dans  la  géométrie  ordinaire,  la  conique  a  est  le  cercle  de  l'in- 
fini. 

Le  théorème  du  n"  3  transformé  par  homographie  peut,  d'après 
cela,  s'énoncer  ainsi  : 

Soit  a  la  conique  prise  pour  conique  absolue  :  les  plans  tan- 
gents menés  à  une  surface  du  second  ordre  E,  le  long  d'une 
ligne  de  courbure  (par  rapport  à  a),  touchent  une  conique  Jj, 
située  dans  le  plan  de  la  conique  a,  et  passant  par  les  quatre 
points  communs  à  E  et  à  a. 

En  d'autres  termes  : 

Les  lignes  de  courbure  cV une  quadrique,  par  rapport  à 
deux  coniques  coupant  cette  surface  aux  mêmes  points,  coïn- 
cident. 

Par  su 'te  : 

Les  lignes  de  courbure  d'une  quadrique,  par  rapport  à  unç 
conique  quelconque  passant  par  les  points  communs  au  cercle 
de  V uifmi  et  à  la  cjuadriciue,  coïncident  avec  les  lignes  de 
courbure  ordinaires  de  cette  surface. 

Ce  théorème  peut  s'énoncer  ainsi,  si  Ton  remarque  que  les 
lignes  de  courbure  de  E  par  rapport  à  une  conique  a  sont  sur  les 
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<|iiadnques    inscriLes    dans    la    développahle  circonsctile   à  E    cl 
à  a  : 

Soit  la  développable  circonscrite  à  une  surface  du  second 
ordre  le  long  d'une  ligne  de  courbure:  toute  surface  du  second 
ordre  inscrite  dans  cette  développable  coupe  la  première  sui- 
vant une  nouvelle  ligne  de  courbure. 

En  s'appiiyant  sur  ces  résultats  et  en  transformant  par  'homo- 
graphie certains  théorèmes  des  paragraphes  précédents,  on  arrive 
sans  difficulté  aux  conséquences  suivantes  : 

Soient  deux  cônes  du  second  ordre  H,  et  Ho,  honiocy cliques 
à  une  cjuadricjue  E  :  si  deux  cônes  parallèles  aux  deux  pre- 
miers K,  et  Ko,  se  coupent  sur  la  rjuadrique,  leurs  sonimets 
sont  respectivement  sur  deux  surfaces  du  second  ordre  E,  et 
Eo,  concentriques  à  la  surface  E  et  la  coupant  suivant  deux 
lignes  de  courbure. 

Les  plans  tangents  à  E  le  long  de  la  ligne  de  courbure 
située  sur  E,  sont  parallèles  aux  plans  tangents  du  cône  Ho 
et  touchent  la  quaclrique  Eo  ;  de  même  les  plans  tangents  le 
long  de  la  ligne  de  courbure  située  sur  Eo  sont  parallèles  à 
ceux  de  H,  et  touchent  la  quadrique  E,. 

Soit  H  un  cône  Iiomocyclique  à  une  quadrique  E  :  les  qua- 
driques  asymptotiques  à  ce  cône,  bitangentes  à  une  courbe 
sphérique  tracée  sur  E  et  simplement  tangentes  à  cette  surface, 
forment  quatre  séries,  et  les  quadriques  d'une  même  série  tou- 
chent E  suivant  une  ligne  de  courbure  :  cette  ligne  reste  fixe  si 
le  cône  H  riarie.  la  courbe  sphérique  considérée  demeurant  la 
même. 

Par  suite  : 

Les  quadriques  homocvcliques  à  une  quadrique  E,  bitan- 
gentes à  une  courbe  sphérique  tracée  sur  E  et  simplement 
tangentes  à  cette  surface,  la  touchent  suivant  quatre  l lignes 
de  courbure. 

Les  quadriques  homocvcliques  à  une  quadrique  E,  bitan- 
gentes à  une  conique  tracée  su/-  E  et  simplement  tangentes  à 
cette  surface,  forment  deux  séries  :  les  quadriques  d'une  même 
série  louchent  E  le  long  d'une  ligne  de  courbure,  qui  passe  par 
xin.  S 
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les  extrémités   du  dianiètie   vonjn<^ué  du   phiit   de  la  section 
considérée. 

Les  cjucidriques  homocvcliques  à  une  quadrique  E,  tangentes 
aux  deux  génératrices  qui  passent  par  un  point  a,  de  E  et 
tangentes  à  cette  surface,  forment  deux  séries  :  les  quadriques 
cVune  même  série  touchent  E  le  long  d'une  des  lignes  de  cour- 
bure qui  passent  par  le  point  a. 

Dans  ces  énoncés,  on  suppose  que  les  quadriques  lioinoc}- 
cliques  considérées  touchent  E  en  un  point  non  situé  sur  la 
courbe  spliérique  ou  plane  à  laquelle  elles  sont  hitangentes. 

Soit  H  un  cône  homocrclique  à  une  quadrique  E  :  les  cônes 
parallèles àH  qui  sont  doublement  tangents  à  une  courbe  sphé- 
rique  [ou  plane)  tracée  sur  ^forment  quatre  {ou  deux)  séries: 
les  sommets  des  cônes  d'une  même  série  décrivent  une  quadri- 
que qui  coupe  la  surface  E  suivant  une  ligne  de  courbure. 

Aux  coniques  communes  à  une  surface  du  second  ordre  E 
et  à  une  série  de  plans  parallèles  à  un  plan  P,  circonscrivons 
des  losanges,  dont  les  côtés  soient  parallèles  à  deux  directions 
données  ;  les  sommets  de  ces  losanges  décrivent  deux  coniques. 

Une  de  ces  coniques  engendre  une  suif  ace  du  second  ordre., 
coupant  E  suivant  une  ligne  de  courbure,  si  P  varie  en  restant 
parallèle  aux  plans  tangents  dhin  cône  homocyclique  à  la 
quadrique  E. 

En  particulier,  ces  deux  propositions  s'appliquent  aux  sommets 
des  carrés  circonscrits  aux  sections  faites  dans  une  quadrique  par 
les  plans  parallèles  à  un  plan  P. 

Les  lignes  doubles  de  la  développable  circonscrite  à  une  qua- 
drique E  et  à  une  quadrique  cjuelconque  homocyclique  sont 
quatre  coniques,  dont  chacune  coupe  E  en  quatre  points  situés 
sur  une  même  ligne  de  courbure,  etc. 

11.  On  déduit  des  considérations  géométriques  qui  précèdent 
une  solution  simple  de  la  question  suivante  : 

Trouver  les  transformations  homographiques  qui  conservent 
les  lignes  de  courbure  d'une  quadinque  E,  c'est-à-dire  qui  font 
correspondre  aux  lignes  de  courbure  de  la  quadrique  E  les  lignes 
de  courbure  de  la  transformée  E'. 
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l\emai'(jii()iis  d'abord  que  les  lignes  de  courbure  de  \L  sont  en- 
core des  lignes  de  courbure  <juand  on  prend  pour  conique  absolue 
une  des  Irois  coniques  focales  de  E  :  cela  résulle  de  ce  que  ces 
focales  sont  des  lignes  doubles  de  la  développable  circonscrite  à  E 
et  au  cercle  de  l'infini.  Par  suite,  les  lignes  de  courbure  de  E  sont 
encore  des  lignes  de  courbure  quand  on  prend  pour  conique 
absolue  une  conique  quelconque  passant  par  les  quatre  points 
communs  à  1*^  et  à  une  de  ses  focales.  (Pour  simplifier  le  langage, 
je  regarderai  le  cercle  de  l'infini  comme  une  focale  de  E,  et  les 
quatre  points  où  il  coupe  E  comme  des  ombilics).  Jl  est  clair  qu'au- 
cune conique  aulre  que  celles-là  ne  jouit  de  la  même  propriété. 

Par  conséquent,  les  lignes  de  courbure  de  E  deviendront  des 
lignes  de  courbure  de  E'  si  quatre  ombilics  de  E  situés  dans  un 
même  plan  ont  pour  transformés  quatre  ombilics  de  E'  :  si  cette 
condition  est  remplie,  à  tous  les  ombdics  de  i^  correspondront 
des  ombilics  de  E'. 

Ainsi  : 

Pour  qu'une  Iransformation  lioniogiaplii(/ur  rn/iser\-r  /es 
lignes  de  courbure  (V une  quarliitiue,  il  faut  el  il  suffit  (fu'plle 
conserve  les  ombilics. 

Cela  posé,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

i"  Les  ombilics  à  Tinfini  se  correspondent  dans  les  deux  sur- 
faces E  et  E'. 

Transportons  dans  l'espace  la  surface  E',  de  manière  à  faire 
coïncider  ses  plans  principaux  avec  ceux  de  E,  pris  pour  plans  de 
coordonnées;  on  pourra  évidemment  faire  en  sorte  que  les  ombi- 
lics de  E'  situés  dans  un  de  ces  plans  correspondent  aux  ombilics 
de  E  situés  dans  le  même  plan. 


Soient 

t"- 

a-         t)-         c-  a  ^         t)  -        c 


X'         }'■-        z-  __    ^       .r  2        yi        z  ■■  _     .^ 


les  équations  de  E  et  de  E'. 

La  transformation  cherchée  sera,  d'après  ce  cpii  précède,  de  la 

forme 

.r'  =  X  .r, 

y  =  [\r, 
t'  =  t. 


IIG 


puisqu'elle  laisse  inallcrés  les  plans  de  coordonnées  el  le  plan  de 
l'infini. 

Pour  que  les  ombilics  à  l'inlini  se  correspondenl  dans  les  sur- 
faces E  et  E',  il  faut  qu'on  ait  identiquement 


a-'2-h7'2-t--5'-^=  a(a?2-i-j2_|_;-2)_|_  p  j 

\  «2    ^    b 

a  et  [3  étant  deux  constantes  ;  on  en  tire 

a- 

B 

v2  =  aH-|. 

D'un  autre  côté,  on  a 

a'2=a2X2,        6'2=62jx2,        c' 

2=   C2v2 

el,  par  suite, 

S)' 


a'2  ==  [3  +  a  «2  =  a(  «2  _|_  y  )^ 
^^'2  =  p-i-a^»2=:  a(^>2_^Y)^ 
c'2  =  ^  -f-ac2  =  a(c2  -H  y), 

en  posant  ay  =  [^,  équations  qui  montrent  que  E'  est  homotlié- 
lique  à  une  quadrique  homofocale  à  E. 

2"  Les  ombilics  à  l'infini  ne  se  correspondent  pas. 

En  ce  cas,  on  peut  faire  coïncider  les  plans  principaux  des  sur- 
faces E  etE',  de  façon  que  les  ombilics  situés  dans  les  plans  :r  =  o, 
j/=  o,  se  correspondent,  et  que  les  ombilics  de  E  (ou  E'),  situés 
dans  le  plan  ^  =  o,  correspondent  à  ceux  à  l'infini  de  E'(ou  E]. 

La  transformation  est  alors  de  la  forme 

x'=\x^    y'^^Xi-y,    z'=^^ft,    t'=Tîsz. 
Il  faut  qu'on  ait  identiquement 


c'est-à-dire 


x^  =  4-^-J^ 


>2=_X—  3. 
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On  a  d'ailleurs 


c'- 

-C'2-' 


a-X-  =- 

c  ^ 

En  éliminanl  A,  u,  v,  rr?,  a  et  (^  entre   les  six  relations  précé- 
dentes, on  trouve  l'équation 

«'2        62        1 

b'-     a-     1 
c'2      c2      I 

d'où  l'on  tire,  a'  et  v'  étant  des  constantes, 

a'2=  a'{62-i- y'),     6'2=  a'(a2-+- y'),     c'2  =  a'(c2+ y')- 

On  en  conclut,  comme   plus  haut,   que  E'  est  homothétique  à 
une  quadrique  homoiocale  à  la  surface 
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qui  est  égale  à  la  surlace  E. 
Donc  enfin  : 

Pour  qu'on  puisse  établir  entre  deux  quadriques  une  rela- 
tion ho nio graphique  transformant  les  lignes  de  courbure  de 
l'une  en  des  lignes  de  courbure  de  l'autre,  il  faut  et  il  suffit 
que  chacune  d'elles  soit  semblable  à  une  quadricjue  homofo- 
cale  à  l'autre. 

Il  y  aura  alors  deux  types  de  transformations  liomographiques 
répondant  à  la  question. 

12.  On  peut  établir  pour  les  coniques  planes  (ou  spliériques) 
homofocales  une  théorie  analogue  à  celle  qui  précède. 

Nous  nous  bornerons  à  énoncer  dans  le  cas  des  coniques  planes 
les  définitions  et  les  résultats  principaux  auxquels  on  arrive  ainsi. 

On  sait  que  les  bissectrices  d'un  système  de  cordes  communes 
à  une  conique  et  à  un  cercle  sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique  : 
nous  dirons  i\\x  un  cercle  fait  partie  d'un  groupe  a  par  rapport 
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à  une  conique,  si   une  des  curcles  coinuiuiies  au  cercle  et  à   la  co- 
iu(|ue  fait  avec  le  grand  axe  de  celle  dernière  un  angle  égal  à  a  ou 

à   (•—  7.  1. 

Le  heu  des  ceiilies  des  eeieles  de  rayon  nul apjxirlenanl  à  un 
même  groupe  par  rapport  à  une  eonique  \  est  une  conique  ho- 
mofocale. 

Les  cercles  d' une  même  série,  bilangents  à  une  conique  [jl, 
inscrite  dans  une  conique  ).,  appartiennent  à  un  même  groupe 
par  rapporta  celte  dernière  ;  el  par  suile  :  deux  foyers  associés 
de  ij.  sont  sur  une  conique  homofocale  à  A. 

Par  f"o\ers  associt's,  j'enlends  les  foyers  silués  sur  un  même  axe 
de  la  conique. 

On  peut  construire  une  conique  a,  bitangente  à  une  conicjue 
donnée  K,  et  à  deux  cercles  appartenant  à  un  même  groupe 
par  rapport  à  A;  la  ligne  des  centres  de  ces  cercles  est  un  axe 
de  la  conique  <j.. 

Les  coniques  bitangentes  à  une  cunicjue  "a  et  à  un  cercle  don- 
nés se  partagent  en  trois  classes  :  les  coniques  d'une  même 
classe  ont  deux  forer  s  associés  sur  une  même  conique  homofo- 
cale à  A. 

Ces  l"o\ers  sonl  ceux  silués  sur  Taxe  passant  par  le  centre  du 
cercle. 

Une  des  trois  coniques  liomofocales  à  A  ainsi  définies  reste 
fixe  si  le  cercle  donné  varie,  sans  cesser  de  faire  partie  cV un 
même  groupe  par  rapport  à  X. 

Si  l'on  circonscrit  un  quadrilatère  à  une  conique  kct  à  un 
cercle,  les  sommets  opposés  de  ce  quadrilatère  sont  deux  à  deux 
sur  trois  coniques  liomofocales  à  \  (Chasles). 

Une  de  ces  coniques  reste  fixe  si  le  cercle  considéré  varie  sans 
cesser  de  faire  partie  d'un   même  groupe  par  rapport  à   \. 

Donc  : 

Les  quadiilatères  circonscrits  à  une  conique  A  et  à  chacun 
des  cercles  appartenant  à  un  même  groupe pa?'  /apport  à  cette 
conique  ont  deux  sommets  opposés  sur  une  même  conique,  ho- 
mofocale à  A. 
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On  peiiL  donner  à  ce  théorème  diverses  formes  cL  retrouver  des 
pro|)ositions  coiiiiues,  en  considérant  par  exemple  les  cercles  tan- 
gents à  A  en  un  même  point,  etc. 


Sur  la  recherche  des  diviseurs  des  Jonctions  entières; 
par  D.   Séliva]\off. 

(Séance  du  j  avril   i885.) 

Soit 

/(x)  —  a;" -h  Cjar"-'  -h  C2^"""-  +  .  ..-\-  c,i-xx  -+-  c„ 

un  polynôme  quelconque  à  coefficients  entiers. 

Nous  nous  proposons  de  trouver  les  diviseurs  de  J\x)  à  coeffi- 
cients entiers. 

La  recherche  des  diviseurs  du  premier  degré  est  bien  connue. 
Il  est  souvent  utile  dans  cette  recherche  d'avoir  en  vue  la  re- 
marque suivante,  due  à  Gauss. 

Si 

f{x)  =  {x  —  a)<lf{x\ 

on  a  de  même 

/(x)^^(x — a)<\i{x)  (mod/i), 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 
En  posant  x  =  «,  on  obtient 

f(a)  ss  o  (modn). 

Si  la  dernière  congruence  a  lieu,  on  a 

/(^)  =  /(^)— /(>;  {modn) 
ou 

/{x)  SES  X"  —  a"--^  Ci(x"--^~  a«-i  j  -h. .  .-f-  c„_i('.r  —  a)  {modn ). 

Chaque   différence   étant  algébriquement  divisible  par  jr  —  a, 

on  aura 

f{x);s^{x  —  a)>\/{x)  (modn), 

x"  —  a'^  a~"-i— «"-' 

'H-'')  = ■  -+-  Cl h... -4-  c„_i. 

X  —  a  X  —  a 

Les  deiw  congruences  considérées  sont  donc  idcnli(|ucs. 


—  h2(»  - 

SI  aucun  (les  notnhrcs 

./■(o),  y'd).  /(•>.),  ....  /(Il  —  i) 

n'est  niiilli|)l(;  (h;  //,  il  esl  im|)Ossil)lc  (\nv 

J'ici  )  :£=  o  (  iiiod  /;  ), 

car 

f(a)s=if(b),     si     a  ^=  h  (iiiotl/«j. 

Dans  ce  cas  la  l'onclion  j\x^  ne  peut  avoir  des  diviseurs  du 
premier  degré. 

Si,  parmi  les  nombres  nommés,  /(i)  est  le  seul  divisible  par  /?, 

on  conclut 

/(  a?)  =  (.r  —  I  j  'J> (  X- )  (  mud  «  ). 

La  fonction  f{x)  peut  admettre  un  diviseur  x  —  «,  mais  il  est 
nécessaire,  dans  ce  cas,  que 

a  =-s  i  (  mod  H  ). 

Passons  maintenant  à  la  recherche  des  diviseurs  de  second  de- 
gré de  la  forme 

cp(ar)  =  j"2_^  ax  -^  b. 

On  peut  suivre  la  méthode  dont  quelques  points  importants 
m'ont  été  indiqués  par  mon  ami  M.  Runge. 

On  détermine  d'abord  la  limite  supérieure  des  modules  des 
racines  de  réquationy(^')  =  o.  Soit  p  cette  limite. 

Ce  nombre  peut  être  déterminé  par  les  conditions 

^(p)>o,     .7(p  — i)<o, 

OÙ 

§{x)^  ^•"  — |ci|.r«-i— I  c.i\x'^-^  —  ...—  \cn-i\x  —  \c,A, 

p   étant  un  nombre  entier  et   le    signe  \a\   désignant  le  module 
de  a. 

Su|)posons  que 

J\x)  =  '^{x)  '^{x),     o(x)  =  x--\-  ax  -\-  6; 

on  doit  avoir 

I  «  I   <  2p,       I  6  I  <  p2, 

car   a   est   la   somme    de    deux    certaines    racines   de   l'équation 
/'(.r)  =  o,  b  leur  produit. 
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En  j)osant  ,r  =  o,  on  trouve 

donc  h  est  nécessairement  dlvisenr  de  c„. 

En  prenant  ponr  x  un  noinhre  entier  i,',  nous  obtiendrons 

Ee  nombre 

'^U')  =  ér'^ -i- ag  ■+-  b 

est  donc  diviseur  du  nombre  y  (,i?). 

Pour  résoudre  le  pi'oblème,  on  représente  les  diviseurs  àe  J\g) 
sous  la  forme 

de  toutes  les  manières  possibles,  les  coefficients  a  et  b  devant 
remplir  les  conditions  indiquées. 

En  remplaçant  g  par  ^,  on  obtient  des  fonctions  parmi  les- 
quelles sont  nécessairement  contenus  les  diviseurs  quadratiques 
àe  f[x),  s'il  en  existe  de  tels. 

M.  Hermite,  à  qui  j'ai  communiqué  les  principes  de  cette  mé- 
thode, a  bien  voulu  me  faire  l'observation  suivante  : 

On  peut  se  demander  si,  à  d'autres  points  de  vue,  par  exemple 
au  moyen  des  congruences,  en  prenant  hardiment  pour  modules 
divers  nombres  premiers,  on  n'arriverait  point  plus  vite  au  but. 

En  e'tudiant  la  théorie  des  fonctions  irréductibles  suivant  un 
module  premier,  j'ai  reconnu  tout  l'avantage  qu'offre  la  consi- 
dération des  congruences  dans  la  recherche  des  diviseurs.  On 
connaît  le  nombre  de  ces  fonctions  (Seruet,  Algèbre  supérieure, 
§  349),  et  il  est  facile  de  les  former  pour  les  degrés  peu  élevés. 

Par  rapport  au  module  2,  il  n'y  a  qu'une  seule  fonction  irré- 
ductible du  second  degré 

et  deux  fonctions  du  troisième  degré 

J73  -!-  a:'^  -f-  I ,     x^-\-  X  -\-  i. 
Pour  le  module  .'5,  on  a  trois  l'onctions  du  second  dearé 
X-  -^  i^     x^  —  X  —  \^     X- -:-  X  —  I 
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el  liiiil  foncllons  du  Lioisirine  degré 

x"^  —  X I ,      x^—  X  -\-\,      x-^-^  X^  —  l,      J-*  —  X--i-  l, 

X3 x--^  X  -^1,       X^ -+-  X'^  —  X  -h  l  ,       X^ 2-^—  X  —   l,       X^-T-  X'^-+  X  —  I . 

En  divisant  la  fonction  proposée /(x)  par  ces  fonctions,  on 
reconnaît  quels  sont  les  diviseurs  de  f{x)  du  second  et  du  troi- 
sième degré  par  rapport  aux  modules  2  et  3. 

Si,  par  exemple, 

/(a")=(^2  —  X  —  iji^C^")  (mod3) 

et  si  f{x)  n'admet  pas  d'autres  diviseurs  suivant  le  module  3,  on 
conclut  que,  parmi  les  fonctions 

x^-T-  ax  -^  h, 

obtenues  parla  méthode  précédente,  on  ne  doit  retenir  que  celles 

où 

o  E=  —  I,     6  £3  —  I  (mod3). 

Prenons  quelques  exemples  : 

l.   On  recherche  les  diviseurs  de  la  fonction 

J\  X  )  ^  x''  —  I o  .r»  —  32  J"*  -î-  7  X'  —  5oo x  —  r2o. 

Cette  fonction  se  trouve  dans  l'Ouvrage  de  M.  Laguerre  (^Nole 
sur  la  résolution  des  équations  numériques,  p.  7;  1880). 

En  réduisant  les  coefficients  par  rapport  au  module  2,  on  ob- 
tient 

f(x)Esx-{x^^l)  (  niod 2 ). 

La  fonction  f(x)  est  modulo  2  divisible  par  ^  H-  i ,  car 

/(i)  ES  o  (mod2). 

d'où 

f(x)sE=x^{x-hi){x'^-r-x-^i)  (mod2). 

Passons  au  module  3.  Les  coefficients  peuvent  être  réduils  à  o, 
I  et  —  i .  On  obtient 

f(x)  =  37*'—  x'*-i-  x'^-h  X'-^x  (mod  3  I. 
En  remarquant  que 

/■(  n  I  -H  o,      /'(  I  )  ^--  o.     y"(  —  1)  s=  o  ('  inod  3  ). 
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on  Lrouve 

f{x)~x{x  —  i)(.r-i-i)(j;2  — .r  —  I)  (niod3). 

Prenons  encore  5  pour  module, 

La  fonction  f{x)  n'admet  aucun   diviseur   du  premier  degré, 
excepté  x  suivant  le  module  5, 

On  obtient  la  décomposition  en  facteurs  irréductibles 

f(x)  =  X'^{x'^ -IX  -+-  2)    (  1110(1  5  ). 

Supposons  qu'on  ait 

/{■^)='-^{-^)'\'{^),     ©(^)  =  .r  — rt, 

il  est  nécessaire  que 

a  ^  o  (niod  5). 

Pour  X  =  I ,  on  trouve 

f{\)  =—3.3.109. 

Le  module  des   racines  de  l'équation  f{x)  =  o  étant  inférieur 
à  i3, 

l?(i)l<i4- 
De  la  congruence 

(i{x  )  ss  ^  (mod5  ) 
résulte 

tp(i)  ESH I  (modS). 
On  doit  avoir 

'i  (  I  )  =  I . 

car  '-5(1)  est  diviseur  de  /  (i). 
Mais 

'■f(0  =  '  — «. 
d'où 

a  =  o, 

ce  qui  est  im[)ossible,  car  /(lo)  est  différent  de  zéro. 

La  fonction  /"(.r)  ne  pont   donc  avoir  des  diviseurs  du  pi'einicr 
degré. 
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Supposons  mainlenaiiL  qu'on  ail 

f{x)  =  v^{x)^{x),     ^{x)  =  x^-Jr  ax  +  b. 

Gomme  les  modules  des  racines  de  l'équation  /'(x)  =  o  sont  infé- 
rieurs à  1 3,  on  a 

i  «I  <  26,     I  6  I  £120, 

'f(i3)<  132^-26.  i3 +  120     ou     o(i3)<627. 

On  a  encore 

cp(i3)>  o, 

car  les  racines  positives  de/(x)  =  o  sont  inférieures  à  i3. 
Le  nombre  'f  (i3)  est  diviseur  de 

f{'j.Z)  =  2.3. 1657, 

et,  par  conséquent,  il  ne  peut  avoir  que  les  valeurs  suivantes  : 

ç(i3)  =  I,  2,  3,  6. 

Il  résulte  de  la  relation 

/{x)  =  x^(x''^  —  T.x-i-Q.)  (niodS) 

que 

o{x)  ss  x^  (mod5) 

et 

o(i3j  = 'f (  — 2)  = — i)  (mod5). 

Les  nombres  i,  2,  3,  6  ne  sont  pas  congrus  —  i  module  6;  d'où 
il  suit  que  la  fonction  f{x)  est  ix-réductible, 

(2)  /(^)  =  ^"^ —  5x^~-  nix'i —  28372  —  29^-  —  -o. 

En  effectuant  les  mêmes  calculs,  on  trouve 

f{x)=s  x{x -^i){x^-r- x-^i)  {moiX-i.), 
/{x)  =  {x''-^\)(x^^x'^  —  x^\)  (inodS). 

La  fonction  f{x)  n'a  pas  de  diviseurs  du  premier  degré.  Cher- 
chons les  diviseurs  du  second  degré 

^{x)  =  x'--^  ax  -r-  6, 

/(9)  =  ?^9)'H9)  =  26.619. 
'f(9)<9'-^'8.9-^7o==3i3, 
'j'(9)<9^  +  3.9.92H^  3.9^9-1-70=  5173, 
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3i3>cp(9)>7. 
(p(a?)  =  372+ a;  (moda),     ^{sc)^  x'^-h  i  (inod3), 
<p(9)  =  o  (moda),  ^(9)  =  i  (modS), 

?(9)  =  i6,  64. 

Il  faut  représenter  maintenant  ces  valeurs  de  «2(9)  sous  la  form( 

92-f-9a  +  Z>, 

que  nous  désignerons  pour  abréger  par 

(i,  a,  b). 

Ayant  une  représentation 

(i,  «',  b'), 

on  obtient  toutes  les  autres  en  posant 

a  =L  a' — I,     b=:b'->r()f, 

l  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Les  valeurs  de  a  et  6  doivent  remplir  les  conditions 

I«|<i8,     a  ss  I  (moda),      a  =  o(mod3), 
70^o(mod6),     6sso(mod2),     b  =  i  (mod3). 

Les  diviseurs  pairs  de  'jo  sont 

2,   10,  14,  70. 

b  peut  avoir  les  valeurs — 2,     10,     — \\,       70 

Leurs  restes  module  9 — 2,       i,  4,     — 2 

16  =  (i,  —9,    16), 

6  =  16-1-9^  =  —  ^'  yf»'    '  =  —  ^5  6, 

«=  — 9  — f  =  — 7,  — 15,  • 

cp(i)  =  I  -t-  a  -i-  ^^  =  »,  2-'.  7,     /(l  I  =  2'^.  I  I  . 

cp(i)  n'étant  pas  diviseur  de  /(i),  la  valeur 

(f.  (  a*  )  =  x'^  —  15^-1-70 
est  inadmissible  : 

64 -(I,  -9,  64), 
b=    64-T-9/  =  io,     /=  —  G. 
a  =  — 9  —  f     =  —3. 


()n  ohlicnl  une  sotik-  foiic.lioii 

'■i(.v)  =  a-2  -  -  3 .r  -i-  I o 
pouvant  être  diviseur  de/(x).  ExécuLant  la  division,  on  trouve 
/(t )  =(.r2  —  3.r  —  io)(\7-3  —  ^ .r- -^  5 .r  —  5 x  -^  ~  j. 

La  recherche  des  diviseurs  devient  phis  simple  si  l'ckpiation 
f{x)  ^  o  a  des  racines  éc,^ales. 

L'application  du  jirocédé  du  plus  i^rand  coiuiaun  diviseur  est 
souvent  impraticable  à  cause  des  grands  coellicients  (jui  apparais- 
sent dans  les  divisions  successives. 

Quelques  exemples  suffisent  pour  faire  voir  quels  bons  services 
rend  dans  ce  cas  la  considération  des  congruences. 

3.   Soit 

f{x)^=x'-^x^  —  5a7»-T-  -i^x* —  38. r-^—  53 j"-  —  36,r  -!-  -xo. 

Après  avoir  reconnu  que  f{.r)  n'a  pas  de  diviseurs  du  premier 
degré,  supposons  qu'on  ait 

f{x)='jj{x)-<l^{x},     o(  .r  )  =  .r- -4- <7 ./•-!- />. 

En  prenant  2  pour  module,  on  trouve 

/( r  )  sis  a;"  -7-  a:-'' -^  x''  -h  x'^  (  mod  2  ),     f\x  )^=  x^-^  x'*  (  motl  -x), 

f  [x)  étant  la  dérivée  de/(^). 
En  remarquant  que 

.T(.r2)  =  .'v(a7)2   (modaj, 
on  a 

/'(  ,r)  =  ,r^  r.r -4- D^  (moda). 

La  fonction  /(.r)  est  modulo  a  divisible  par  x  -^  \ .  car 

f(i)=^o  (mod 2). 
Donc 

ts ( 37 )  ES  ^"2 -I- ;r  (mod 2). 

En  prenant  3  pour  module,  on  trouve 

/(a7)  =  a7''H-a7G-{-a73-+- .r^  — .r-  — I,     f  {x)  ^^  x  {x'^  —  x'-^ -^  ^)  (mod3). 
Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  des  fonctions  f{x) 
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Dans   les    divisions   successives,  il    con\ienl  de    renipiacer   les 
coeflicieiils  paro,   i  el  — i.  On  oblient 

(p(:r)^sa:-2  —  x  —  i   (niodS). 

Prenons  encore  pour  module  le  nombre   i  i, 

/'{u-)~  x' -h  x^— 'Jjr'>—'iJ-^  —  'yT-^ — ■2T-  —  'i.r  —  2   ) 
*'        '  }  (inod  1 1  ). 

Sans  altérer  le  plus  grand  commun  diviseur  des  ("onctions /(.r) 
el/'{x),  on  peut  multiplier /'(x)  par  (— 3)  afin  de  rendre  le 
coefficient  de  jr"  égal  à  i.  On  trouve 

—  3/'(  a:  )  ES  a-fi  -T-  4  ^^  —  2  J"*  —  1.  x^ -i-  x^ -i-  X  —  2  (  mod  11). 

En  effectuant  les  divisions  successives,  on   obtient  le  résultat 

suivant  : 

(a{x)^x- — X -i- 1  (mod  II). 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équation 
f(x)  =  o,  que  nous  désignerons  par  /•,  étant  égale  à  2, 

o(2)>  O. 

Les  congruences  obtenues  pei'mettent  de  conclure  que 

<d(2)  =  o  (modaj,     o(2)  =  i   (mod3),     ci(2;  =  4  (modii;. 
Mais,  comme  '.^(2)-  doit  être  diviseur  de 

f{2)=  2^.17, 

on  a 

<p  (  2  )  =  l . 

Ayant  une  représentation 

4  =  2-  =  (^1,  o,  O), 

on  trouvera  toutes  les  autres 

4  =  2^  -i-  2  a  -f-  6  =  ( i ,  a,  h  ) 

au  moyen  des  formules 

a  =  —  /,     b  ^  -jj, 

l  étant  un  nondiie  entier  quelconcpie. 
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Le  nombre  ù  est  un  diviseur  de  20  assujetti  aux  conditions 

b^o  (mo(l'>.),     6  =  —  I  (ni()(l3)i  />  =  2  (modiij. 

Les  diviseurs  pairs  de  20  sont 2.  4?       •**»  '^■<* 

Leurs  restes  modulo  3 — 1,  i,         i,  — 1 

Leurs  restes   modulo  11 2,      {,     — 1,  — 2 

b  doit  avoir  la  valeur 

h  =  2, 

et,  par  conséquent, 

t  =  i,     a  =  —  I. 

Essayant  de  prendre 

■^ [x )  =  :r^  —  j*  -+-  2, 
on  trouve 

f(x)  =  (X- X  -\-  2)2(3^^-1-  3X  —  ^X  -i-  J  ), 

(4)  /(a7)  =  :r"-}- J-''  —  i4a7^-M3.r*-t-  Sj.r-'—  i49J"--i-  i20.r  —  2.'». 

En  effectuant  les  mêmes  calculs,  on  trouve 

(i(a7)  =  3-2-1- I  (mod2),     o{x);esx — x-^]   (modS), 
C5(a")  Hs  a"2 -i- 23?  (modSj, 

/•  =  4, 

/(5)  =  22.33.52.23, 

(f(5)  =  o  (mod2),     o(5)  =  0  (mod3),     cp(5)  =  o  (mod5), 

o(5)  =  3o, 

3o  =  (i,  — 5,  3o). 

Les  diviseurs  de  25  multiples  de  5  sont 5,     25 

Leurs  restes  modulo  2 i ,       1 

Leurs  restes  modulo  3 — i,       i 

6  =  3o-l-5/= — 5,  25;     t=  —  7.  — r, 
a  =  —  5  —  i  =  2,  — 4? 

—  4  n'est  pas  =s  2  (mod5), 

f2(x)  =  X--\-  IT  —  5, 

/•(ar)  =  (3-2 -f- 2x  — 5)2(3-3— 33-2 -u  4t  —  l). 

En  dernier  lieu,  nous  ferons  voir  que  la  recherche  des  diviseurs 
du  troisième  degré  peut  être  effectuée  de  la  môme  manière 

(5)  ./(^)  —  x'  —  x^-^  3,r-^-t-  ^x'*-\-  23;3-i-  483^2  —  J273-  ^  35^ 

/■(r)  =  3-' -f ■  3-c  +  3-^  +  ar- + 1 ,      /"'(a-)  =  37«-{- 3-*-l-i=  (.r-^-i- 3-2 +1)2  (moda). 


-  hii»  - 

La  lonclion  /{-t)  n'a  pas  de  diviseurs  lincaii'cs,  car  les  valeurs 
/(o)  et  /"(i)  sont  impai.res. 

La  l'onction  a''  -■{-  x--\-  i  ne  divise  pasy'(^)  suivant  le  module  ?.  : 
donc  l'équation  /"(.r)  =  o  n'a  pas  de  racines  ég^ales. 

En  exécutant  la  division  de  x' -\- x''' -{- x'^ -\- x -\- i  par 
x--\-x-\-\^  on  reconnaît  c\\ief{x)  n'a  pas  des  diviseurs  du  se- 
cond degré,  car  il  n'v  en  a  pas  suivant  le  module  i. 

En  divisant  f{x)  par  les  fonctions  irréductibles  du  troisième 
degré  suivant  le  module  '^  (p.  5),  on  trouve 

f{x)  ss  ^5  -4-  X  --  I ) ( .T*  -f-  x'* -f-  I  ;  (  mofi  a ). 

Prenons  le  nombre  .')  pour  module 

f{x)  £?s  :r"  —  x^  —  x^  —  X  —  i   (  mofl  3  ). 

Cherchons  d'abord  les   diviseurs  dn  premier  degré.   On  trouve 

f{x)  ^=-{x  —  i)^  (.r>  -  -  .r'   ':-  .r  -4-  i)  (  mofI  3  ). 
Mais 

(x—  l)^     -  .ri— i    niiorlS), 

d'où  il  suit 

f{x)  ^---=  (x^  —  i)(^'' —  X^-h  X  -^-  l). 

La  fonction  j:' — ^  ^'^  +  ,r-|- i  est  ii^réductible  suivant  le  module  3. 
comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre  (p.  :>'). 
Supposons  maintenant  qu'on  ait 

f(^.T)  =  o(x)>h{x),     (o{x)  ~  x^-h  ax--'-  ùx  —  r. 

La  limite  supérieure  des  modules  des  racines  étant  /\, 

|rtj<I-2,      |/^|<48. 

JNous  savons  encore  que 

^(x)  s=  x^-h  X  ~T-\   (mo(\9.),     's>(x)^sx^  —  I   (mocIS). 

La  limite  siqiérieure  des  racines  positives  est  égale  à  o,,  d'où  il 
suit 

'5  (3)  ^■  o. 

Il  résulte  de  nos  congruences 

XIII.  9 


-  i;{()  - 

Ll'  iiombie  ci(3)e.sl  diviseur  (Je 

/(3)  =  28i3  ==  29-97. 
«>(3)<  3S-T-i2.32-^48.3—  35  =  3i/i, 
'  <]>(3)<  3*-^4•4•33^6.42.32H-  4-4^3  —  35  =  1988, 
<P(3)>î^^^     ou     o(3)>.. 

Donc  o(3)  doit  être  un  diviseur  impair  de/(?>)  compris  entre  i 
et  3i4  congru  à  — ^i  module  3.  On  conclut 

(p  (  3  )  =  29. 

Ce  nombre  doit  être  mis  sous  la  forme 

3^-T-  3-rt  -f-  3  6  -î-  c  =  (  I,  a,  l>,  c ). 

Supposons  qu'on  ait 

(  I .   a,  ù,  c)  —  (j ,  a',  b' .  c'), 

on  trouve 

c  =  c'-i-3/i,     b  =  b' — ^]-^3^2'     a  ^=  a  —  l,, 

/,  et  ^2  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

Le  nombre  c  doit  être  diviseur  de   35   vérifiant  les  congruences 

c  SES  I  (moda),     c  ss — i  (mod3). 

Les  diviseurs  de  35  sont i,         5,     7,       35 

Leurs  restes  module  3 1,     — i,     1,     — i 

Le  nombre  c  peut  donc  avoir  les  valeurs 
c  =  —  1 .  5,  — 7,  35. 

De  la  représentation 

29  = (1,  — 3,  7,  8  ) 
on  déduit 

c  =  8  —  3^1  =  —  I,  5,  —7,   35;     /i  =  —  3,   —  i,  —5,  9, 

6=      ;7_/j-|-3;2=  ,o-f- 3/2,     8+3/2,     12  +  3/3.     —2+3/2, 

rt  =  —  3  —  /o. 

Les  valeurs  de  a  et  b  sont  assujetties  aux  conditions 

6  s=  I ,     a  ss  G  (  mod  2  ), 
è  SE  o,     a  SE  o  (mod3). 


La  valciii'  lie  b  élaiil  «iiiilliplc  de  S ^  ou  a 

Pour  <jii«'  h  soil  impair,  il  l'aiir  que  l.^  le  soit  aussi.  Posons 

1  aura 

^>  —  1 5  ~  C  »,     «  =  —  4  —  ■'-  "■ 
Ue  la  relalioii 


sulle 


a     :  o  [^  iikkI  î  j     on      —  j  —  7.  «  r^  o  (  niod  3  ; 

a  ES  I    (  111(1(1  3  ).      »  —  I  4-  3  (.', 
^  =  î>.  I  -f-  1 8  c,     «  —  —  6  —  6  f. 


Pou 


a— —  6,     — \\>,  o.  G,  !.>,, 

6—      21,         39,         3,       -i5,         33, 

'j>(i)      ==  1-+  rt— è-^c--=  9,  .,.j,  —  3,  _,5,  38;    /(i)      =—     3. 11 
—  cp(— i)  =  i  —  a  —  6  —  c  =  »,     »,        !i,         »,     ).  :     fi^  —  i^—       11.19 

On  n'obtient  qu'une  seule  fonction 

?('^)  =  .r-i-r-3.r  — 7, 
qui  est  en  réalité  diviseur  de  J\x) 

J\x)  =  {x^-\--ix^  7)(J"''  — .r3-f-i6^  — 5). 

Pour  dcconqjoser  les  nombres  en  facteurs  premiers,  nous  nous 
sommes  servi  d'une  Table  contenue  dans  le  Recueil  de  M.  Hoiiel 
{Tables  de  logarithmes,  etc.,  Table  VII,  p.  1 16). 

Dans  les  exemples  compliqués,  il  est  nécessaire  de  recourir  aux 
grandes  Tables  des  diviseurs  de  I^iirekhard  (jusqu'à  3o36ooo). 


-  i:',-i  - 


Sur   la  icsoliition   des  problèmes  géomélriques  par  le  cdlval 
des  variations  ;  par  M.  A.  Starkoff. 

(Séaiirc  tlii   iS  mars  i885.) 

Parmi  les  problèmes  géomélriques  sur  le  calcul  des  variations, 
qui  ont  povu'  but  la  recherche  des  courbes,  on  rencontre  des 
questions  qui,  par  la  forme  des  données,  peuvent  être  résolues 
seulement  en  prenant  l'arc  5  pour  variable  indépendante.  Encore 
Moigno  ('),  étant  tombé  sur  des  cas  de  cette  nature,  a  indiqué  la 
voie  qu'il  faut  suivre  lorsqu'on  prend  l'arc  s  pour  variable  indé- 
pendante. Le  procédé  proposé  par  Moigno  est  fondé  sur  les  consi- 
dérations suivantes.  Comme  les  accroissements  de  chaque  coor- 
donnée X  etj'  séparément  ne  doivent  jamais  être  plus  grands  que 
raccroissement  de  l'arc  a",  il  suit  que  les  relations  entre  l'arc  s 
et  chacune  des  coordonnées  ne  sont  pas  toutes  géométriquement 
possibles.  Comme  exemple,  Moigno  indique 

1-  :=  a  -^  hs,     où     b  >  I , 

équation  géométriquement  impossible.  Il  est  évident  que  dans  la 
résolution  des  problèmes  géomélriques  sur  le  calcul  des  varia- 
tions, dans  le  cas  où  l'arc  s  est  pris  pour  variable  indépendante, 
les  fonctions  géométriquement  impossibles  semblables  à  celle  qui 
vient  dètre  citée  ne  doivent  pas  entrer  dans  l'expression  sous  le 
signe  f .  Arrivé  à  ces  conséquences,  Moigno  indique  un  moyen 
pour  faire  entrer  dans  la  représentation  analytique  du  problème 
seulement  des  relations  géométriquement  possibles  entre  l'arc  s  et 
les  coordonnées.  A  cet  effet,  il  faut  introduire  dans  le  problème  la 

condition  que  les  valeurs  des  dérivées  -j-  et  -y- soient  renfermées 

entre  les  limites  +  i  et  —  i.  Cette  condition,  à  l'avis  de  Moigno, 
peut  être  introduite  en  supposant  que  les  dérivées  dont  il  s'agit 
sont  liées  entre  elles  par  l'équation 


m-m 


(')   Moi(;n<),  Calcul  des  variations,   p.  y.35,  elr.   Paris.   iMii. 


—  i;v,] 


\Jais  II  est  évidenl  ([iie  celle  équalion  esl  loin  de  renreriner 
loiis  les  eas,  c'est-à-dire  de  déterminer  toutes  les  lonelions  poiii- 
les<nieiies  les  conditions 


C-i) 


dx 
ds 


et 


dy^ 

ds 


sont  remplies  (  '  ).  C'est  pour  cela  que  l'introduction  de  l'équa- 
tion (i)  dans  l'expression  analytique  d'un  problème  géométrique 
sur  le  calcul  des  variations,  introduction  effectuée  pour  restreindre 
ce  problème  par  les  conditions  (  2),  en  retrancbe  une  intinité  de 
relations  géométriquement  possibles  pour  lesquelles,  quoique  l'é- 
(piation(i)  n'ait  |)as  lieu,  les  conditions  (2)  sont  remplies.  Par 
conséquent  la  résolution  du  problème  sous  cette  forme  n'aura  pas 
le  degré  de  généralité  voulue,  qui  peut  être  obtenu  seulement  par 
l'introduction  dans  la  représentation  du  problème  de  toutes  les 
relations  géométriquement  possibles  entre  l'arc  s  et  les  coordon- 
nées X  et  )'. 

D'autre  part,  il  est  facile  de  Noir  que  pour  chaque   point  ordi- 
naire (-)  de  la  courbe  {fig-  i  )  a  lieu  l'équation 

,,,        dx-'-^dy^-^ds^  ou  (^y-(^y-,=.o, 

qui  cesse  d'evister  au  point  singidicr  [Jig-  aj.  (^l'our  mon  but,  il 
Fis.   I.  fig.  2. 


suffit  d'avoir  en  vue  les  points  anguleux).  Mais  les  conditions  (2) 
sont  remplies  indifféremment  dans  les  points  ordinaires  et  dans 
les  points  singuliers  en  exigeant  seulement  que  la  ligne   soit  con- 


(')    Par  exemple,  l'éqiuitioa 

l  dx\"      /dv\" 

011  m  et  n   sont  n'oilcs  cl    positives,    présciUc   un    eas    plus  général    que    l'équa- 
liori    fi)- 

(•)  .luiuiAN,  CiiKrs  ({'.\n<il\!i<\   I.  I,  |i.   ii)S,  clr.  I^ai'is,  i88i. 


-  \:h  - 

limie  suivant  sa  lougiieur.  Donc  l'équation  (i)  exprime  la  condi- 
tion qui  détermine  les  courbes  continues,  construites  suivant 
toute  leur  longueur  d'après  une  loi  donnée,  tandis  que  les  inéga- 
lités (9.)  peuvent  également  se  rap|)orter  soit  aux  courbes  com- 
posées de  points  ordinaires,  soit  aux  lignes  continues  dans  leur 
longueur  ayant  un  nombre  indéterminé  de  points  singuliers,  c'est- 
à-dire  aux  lignes  brisées  qui  se  composent  de  morceaux  de  lignes 
courbes  (//i,''.  3)  ou  droites  i^/ig-  4  )•  Donc  la  résobition   du  pro- 


blème géométrique  sur  le  calcul  des  variations  avec  l'introduction 
de  l'équation  (i)  équivaut  à  éliminer  les  lignes  brisées  et  à  tenir 
compte  seulement  des  courbes  construites  suivant  toute  leur 
longueur,  d'après  une  loi  déterminée.  Au  contraire,  la  résolution 
du  même  problème,  d'après  les  conditions  (2),  a  un  caractère 
plus  général  et  embrasse  aussi  bien  les  lignes  courbes  que  brisées. 
Dans  la  recbercbe  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  de  l'inté- 
grale 


(3) 


I       'l>(x,y,yuyi,  ■■■,rn)  d.r, 


où  Kl,  )';.,  ...,j'«  sont  les  dérivées  successives  de  r,  on  tient 
compte  seulement  des  fonctions  )' ^  F(j)  qui  représentent  des 
courbes  continues,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  r,  pour  lesquelles 
l'équation 

a  lieu  en  général.  Si,  dans  ce  cas,  on  obtient  dans  la  solution 
même  des  points  singuliers,  l'intégrale  ne  sera  ni  maximum,  ni 
minimum  (  '  ). 


(  '  )  En  eiïet,  soient,  par  exemple, 

i'  ■=   I        V  dx     et     r  -  /  (  j,  y,  v,  )  ; 


-  ix;  - 

Mais,  (liiii-.  I:i  icclirrclM-  .rim    maximum  on    iVuu    minimum   d. • 
^inlciil■al«• 


U) 


j       (.ç,  j»,v,.r,. ,)-,,./■.,. v..  .  ..,  ,r„,.i-„)^/5, 


limiléc  seiilt'imMil  |)ar  les  conditions 

intervient  encore  outre  toutes  les  fonctions  ^///e  entrent  dans  Vin- 
téf^rale  (3)  et  qui  représentent  des  courbes,  une  nouvelle  série 
de  fonctions  qui  représentent  des  lignes  brisées  et  qui  disparaissent 
de  l'intégrale  (3).  Mais,  si  nous  limitons  l'intégrale  (4)  par  l'intro- 
duction de  l'équation  (i),  nous  en  excluons  par  cela  même  les 
liones  brisées,  et  le  résultat  obtenu  sera  complètement  identique 
avec  celui  que  l'on  trouve  dans  la  recherche  du  maximum  ou  du 
minimum  de  l'intégrale  (3).  Donc,  la  résolution  du  problème  géo- 
métrique par  le  calcul  des  variations  sous  la  forme 


(5) 


o, 


la  (  oiidilion  pour  UQ  maximum  ou  un  minimum  sera 

àv         d     dv   _  '^  _     rr-^^     _     à^-^     V  -  —  r  -=  o 


Soit  la  courbe  trouvée 


F(^,y,  o,  6)  =  0, 


nous  avons 


En  substituant  les  valeurs  de  j-,  et  j-,,  déterminées  par  les  équations  (;i),daa. 
l'expression  (a),  nous  obtenons 

\dy      Oxdyjéy   '   Oydy,   <)x      dy\\dx'         dx  ôy"  '      Oy'       J 
Mais,  pour  le  point  singulier,  nous  avons 

dV  dV 

^  =  "'      ^=°' 

p;,,.  ^„iio  ÊH.^  n.  et  rintésrale  donnée  ne  sera  ni   maxinunn  ni   minimum. 
'  it  V  î 


-    lUIJ  — 
avec  les  condilioiis  (2  ),  sera  plus  i;énérale  ({ue  celle  de  la  rornie 

parce  que  dans  le   cas  (5),  oulre   les  coui'bes,   on  introduit  dans 
l'intégrale  aussi  les  lignes  brisées. 

Ponr  illustrer  ce  qui  a  été  dit,  nous  examinerons  le  problème 
de  Newton  sur  la  surface  de  moindre  résistance.  La  voie  générale- 
ment usitée  pour  la  résolution  de  ce  problème  consiste  à  rendre 
égale  à  zéro  la  première  variation  de  l'intégrale 


./ 


yy'l  (f'>-> 

après   l'avoir  préalablement  réduite  à   la  variable  indépendante  x 
à  laide  des  formules 

dy        ,  ,  fly  p 

^         dx  '        ^  •^'        ds         ^Ji-^pi 

en  vertu  desquelles  nous  avons 

0   /  ry\  ds  :^  0  I  yyl  dy  =  ^  1  J' — :;dx  =  o; 

d'où,  les  opérations  indiquées  effectuées,  on  trouve   l'équation  de 
la  courbe 

On  obtient  la  même  courbe  en  résolvant  le  problème  sous  la 
forme 

(7)  ^^  /  b'ji  -^  ^^{-^1  -- Ji  -  '^J  ds  =  o. 

En  effet,  on  tix-e  de  (7)  deux,  équations  diflérentielles 

()v  d     àv  di>         d     ôv 

ôx        ds  Oxi  Oy        ds  dy^         ' 

dont  l'intégrale  sera  (') 

(8)  v  =  xi-~^yi—-     ou     A-i-rjf  =  o. 


C)   MoiGNo,  Calcul  des  variations,  p.  'j]o,  Paris,  r86i. 


—  137  - 
D'aulre  part,  de  ré(|iiali()n 

àv  d     f)v 


()x        ds  ()j-i         ' 
ç  ne  conlenanl  pas  x  et  y-  étant  égal  a  zéro,  nous  oljtiendrons 

- — = — iCi      ou      J?iÀ-i-Ci=0, 
OXi 

d'où  la  valeur  de  A  se  déterminera  ainsi 

En  portant  cette  valeur  dans  l'intégrale  (8),  nous  avons 

JXij'l   =  Cl, 

d'où,  en  substituant  pour  .r,  et  j',   leurs  valeurs 


on  trouve 


l'équalion  de  la  inèuie  courbe  que  nous  avons   oblenue  en  pre- 
nant X  pour  variable  indépendante. 

Mais  Legendre  ('  )  avait  déjà  indiqué  que  la  solution  obtenue 
ne  présente  pas  un  minimum  et  qu'une  ligue  quelconque  de  zig- 
zag ou  brisée  donne  la  surface  de  moindre  résistance.  En  introdui- 
sant, conformément  à  ce  qui  a  été  indiqué  plus  haut,  cette  ligne 
brisée  dans  la  représentation  analytique  du  problème,  c'est-à-dire 
en  prenant  la  variation  de  l'intégrale 


dx               1 

[ 

dy 

P 

ds        ^7: 

-P' 

s/i-^p-^ 

V  —  c 

,    (14- />2)^ 

^jyy\  ds, 


sans  introduire  i'é([uation  (i)  comme  restriction,  nous  avons 

ôv        d    ùv 
i)y        ds  d}\~ 


('  )  I^EGENDHE,  MénioUe  sur  la  manière  de  distinguer  les  niaxima  des  mininia 
ftnns  le  calcul  des  variations  {Mémoires  de  l'Académie  de  Paris,  p.  2'\\  1786). 


-  i;{8  - 


r.(7?-3j^^)  =  o, 


La  |H-einièi'e  de  ces  é({iiaLi()n.s  apparlicnl  à  Taxe  df  lévoliilion 
ou  à  chaque  droite  qui  lui  est  parallèle,  mais  la  seconde  étjuation, 
après  avoir  séparé  les  variables  et  substitué 


à  ds^  donne 


,        dv 
ds  =  — 


-^  -h  3  — —  =  o      nu      yy\  =  c,; 

y        ji 


d'oij 


(9)  7  =  -i    ""    J'  =  ^'i — -; — ^ 

équation  de  la  courbe  relativement  à  laquelle  Legendre  (Afcm. 
cil.,  p.  24  )  3  f^éjà  remarqué  que  sur  elle  l'intégrale  de  la  résis- 
tance a  un  minimum  absolu. 

Pour  la  détermination  de  .r,  nous  avons 


±  =     ■>'■        ou    d.r  =  V^i:^  dv. 


En  etlectuant  ici  l'intégration  indiquée  en  y  substituant  la    va- 
leur dej''  tirée  de  l'expression  (9)  et  posant,  pour  abréger, 

yc'i  =  a     et     —  |ci  loj;ci+  €=,_=  b, 
nous  obtenons  l'équation  de  la  courbe  sous  forme  finie 

""^Va  \^'-y  -  «'J'  )  \/^'^  -  «'  -^  "'  '"S  (■>''  "  V  J^*  -  «V  j  ^-  ^• 

il  est  facile  de  voir  que  sur  cette  courbe  l'intégrale  de  la  lésis- 
latice  a   une   valeur   nioindrc    (jue    sur   la    courbe    de  ÎNewton.  En 


-  lao  - 

efTel,  sur  la  courbe  do  Newlou,  délerminée  par  l'équalion 


y  =  (^i 


rinléirrale  de  la  résistance  obtient  la  valeur 


l- 1  yy-.i  ^ig-,  /^ci    I 


('l-4-/j2y2  ^3 


P' 


(j-^P'V 


■./> 


ds  =  Aci  I  ^ i  -h p'^  ds. 


Mais,  sur  la  courbe  de  Legendre  indiquée  ici  et  déterminée  par 
l'équation 


Y  =  ci 


P' 


nous  avons 


kjyy\ds-^kc,     /'- 


p'-V' 


ds 


{i+p'-r 


=  Aci  fds, 


ce  qu'il  s'agissait  de  montrer. 

Sur  la  Jïg-.  5  la  courbe  continue  est  celle  de  Newton,  la  courbe 


Fig.  5. 


pointillée  est  celle  de  Legendre  ;  elles  sont  construites  avec  les 
mêmes  valeurs  des  constantes  arbitraires. 

Il  est  facile  d'obtenir  les  mêmes  résultats  aussi  dans  le  cas  où  la 
surface  de  la  moindre  résistance  est  limitée  par  une  condition, 
par  celle,  par  exemple,  de  ronlciiir  un  \olume  donné.  Dans  ce  cas 


1  if»  — 


la  r»''soliilion  du  problème,  la  (-oordoiinée    x  élaiil  prise  pour  \a- 
rialile  indépendaiile,  s'oblicnt  de  l'expressloii 


ou  de  1 


"expression 


dans  l'un  et  dans  l'autre  cas  on  obtient  comme  solution  la  courbe 
déterminée  par  l'équation 

lyp'^ 


(lO) 


C\  — 


(l-^p-)- 


Mais,  comme  M.  Todhnnter  a  montré  (M  que  la  solution  obte- 
nue ne  présente  pas  un  minimum,  et  que  l'intégrale  de  la  résis- 
tance sur  une  certaine  ligne  brisée  formant  par  la  révolution  un 
solide  de  même  volume  a  une  valeur  moindre.  En  introduisant 
cette  ligne  brisée  dans  la  représentation  analytique  du  problème 
en  se  fondant  sur  les  considérations  ci-dessus  exposées,  c'est- 
à-dire  en  admettant  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  sans  res- 
treindre celte  variable  par  l'équation  (i),  nous  obtenons 


r(. 


yy 


aj2  y/  1 


ds 


d'où  il  est  facile  de  trouver  l'équation  de  la  courlie 

r-,  217»' 


(11) 


^i-^p-i    {i-^p-r 


Afin  de  montrer  que  le  minimum  de  l'intégrale  de  la  résistance, 
déterminé  par  la  courbe  (i  i),  est  moindre  que  celui  qui  est  dé- 
terminé par  la  courbe  (10),  nous  résolvons  les  deux  équations  (i  1  ; 
et  (10)  par  rapport  à  )•,  et  nous  obtenons  de  (i  i) 


(Ml) 


7 


P' 


a  (i-r-7^2^- 


\ 


ac, 


{\-~ p-  )'■ 


(')  ToDiiuNTEH,  ficscuiclics  Ui  llic  ccilculus  of  lUiiaUons,  p.  200.  Londun,  1871, 


lil 


fl  (If  rt''(|ii;ili()n  (](>)  nous   Iroiisons 
Eu  th'sij^uiiul,  pour  abréger, 


I  iii|  ) 


(I  -f-/>2|V 


I'  =  aci 


et.  en  décomposant  dans  les  expressions  (i  i  ,)  el  (lo,)  les  radicaux 
en  séries,  nous  avons,  dans  le  premier  cas, 


(112) 


/i  — P  = 


P        P2        l'i        51'^ 


V.  8  16         128 

et  dans  le  second  cas,  c'est-à-dire  pour  (lOi), 


/  i  P  1  P2 


(10,) 


ib  19.8 


En  substituant  ces  valeurs  des  radicaux  dans  les  expressions (i  i ,  ) 
et  (lo,  )  pour  r,  nous  obtenons,  pour  (11 1), 


_  I  /.3         p   /         p  ^  P2  ^  5p3 

•^  ""  a  {i-^p^)-   2  V  "  4  ~  T  "^  "64~ 


■j^ 


et  pour  (10,), 


I        />^         P 

y  =  -  - — - — 5-,  —  <  '  —  i»-'  ) 


I^  — (l—  p2)2 
4 


p2  jp:)  3  T 


En  introduisant  les  expressions  ainsi  obtenues  pour  les  )■  dans 


l'intégrale  de  la  résistance 


kj  yy-\  ds, 
MOUS  ti'ouvons  la  valeur  de  cette  intégrale  pour  la  courbe  (1  i), 

/'  /  yy\  'A-  =.  ^  /  (  .  -h  -  ^-  —  +  ^;^  +. . .  )  ds. 


P  p2  5p:i 

"  -^  -7  -^-  -;r  "^  TT" 
4        ^         <>i 
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cl.  |)()iii'  l;i   coiiiIk'  (  lo). 


f  •'  -     ^  'ZOI.,1 


,^.„_(,^u^2)2__n-r-/>2) 


3  i  1 


5P3 

Il  est  ('-videnl  (nic  la    valeur  de  la  |)remière  intégrale  est  plus 
pcllle  que  la   \aleiir  de  la  seconde  (' ).  c.    q.   f.  d. 


»S'///'  lf(  (Ivtcrminalioii   fies  axes  de  I,' iiulicdlrire  en   un  jxiiul 
d' une  surface  (hi  second  ordre  :  par  AI.  (1.  IIimbkrt. 

(Sr-anrc  du   ij  avril   i.s8.").) 

La  construction  que  nous  allons  donner  repose  sur  le  lemme 
suivant,  facile  à  démontrer  : 

Soil  un  cercle  v,  coupant  une  cjuadricjue  Y,  en  cjuatre  points 
a,  b,  a',  //;  les  droites  aa'  et  bb'  sont  parallèles  à  deux  géné- 
ratrices d'un  cône  du  second  ordre,  H,  Jiomocvclirjue  à  E. 

Appelons  o  le  centre  de  E  :  les  plans  menés  par  o  normalement 
aux  droites  aa'  et  bb'  sont,  d'après  cela,  les  plans  menés  tangen- 
tiellement  à  un  cône  K,  de  sommet  o,  supplémentaire  du  cône  H, 
parla  normale  o  au  plan  du  cercle  v,  issue  de  o. 

Or,  les  cônes  H  étant  homocvcliques,  les  cônes  K  sont  liomofo- 
caux  (ils  ont  pour  focales  les  droites  menées  par  o  normalement 
aux  plans  des  sections  circulaires  de  E),  et  par  suite  les  plans  me- 
nés par  la  droite  o  tangentiellement  à  l'un  quelconque  des  cônes  K 
sont  également  inclinés  sur  deux  plans  fixes,  passant  par  o. 

Ces  deux  ))lans  coupent  le  plan  du  cercle  -'  suivant  deux  droites 
qui   sont,   d'après  ce  qui  précède,  parallèles  aux  bissectrices  des 


(')  A  l'aide  des  mêmes  raisonnements  il  serait  facile  de  faire  voir  que  la  sur- 
t'atre-tie  révolution  à  résistance  maximum  comprenant  nn  volume  donné,  déter- 
miné conformément  aux  considérations  indiquées  plus  liaul,  donne  >me  valeur 
plus  grande  pour  l'intégrale  de  la  résistance  ([iic  nilc  «ihii  nue  en  incunnl  l;i 
(■<)(ir<l<)un(''C  .r  poui-  v;iiialile  indépeiiflarile. 
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(Iruilt's  iKi'  fl  l>h\  ("csl-à-dirc  au\  axes  de  la  scclioii  faite  dans  E 
|)ar  le  plan  du  cercle  v- 

Pour  dclerniiner  ces  deux  plans,  on  peul  supposer  que  le  cône  K 
se  réduise  à  deux  de  ses  focales  :  soient  1),  et  D2  ces  droites,  si- 
tuées dans  un  même  pian  jn-incipal  de  E;  les  plans  cherchés  sont 
les  |)lans  bissecteurs  des  plans  menés  pai-  la  droite  0  et  chacune 
des  droites  D,  etD^. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

Soient,  dans  un  plan  principal  cV une  (juadrique,  D,  et  \}., 
les  perpendiculaires  menées  par  le  centre  aux  deux  plans  de 
sections  circulaires  normaux  au  plan  principal  considéré. 

Soient 
V  un  plan  ciuelconcjue; 
p  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  ce  plan  du  centre 

de  la  ciuadricjae; 
ntf  et  m-,  les  points  oit  il  coupe  les  droites  D,  et  Do. 

Les  axes  de  la  section  f aile  par  le  plan  P  dans  la  cjuadrirjue 
sont  parallèles  aux  bissectrices  des  droites  pm y  et  pm.2- 


Sur  la  réduction  des  intégrales  liy pjerellip  tiques  ; 
par  M.  E.  GouRSAT. 

(Séance   du  G  mai   i885.) 

La  réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales  ellip- 
tiques ou  à  des  intégrales  abéliennes  de  genre  inférieur  a  fait,  de- 
puis quelques  années,  l'objet  d'un  grand  nombre  de  Mémoires. 
Je  citerai  en  particulier  les  travaux  de  M.  Kœnigsberger,  de 
M.  Picard  {^Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XI),  de 
M"'*-'  Kowalevvski  (Acta  Mathematica,  t.  IV)  et  un  article  récent 
de  M.  Poincaré  dans  le  Bulletin,  où  il  expose  deux  beaux  théo- 
rèmes dus  à  M.  Veierstrass.  La  plupart  de  ces  géomètres  se  sont 
placés  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  0  de  plusieurs 
variables.  Dans  le  travail  ci-dessous,  la  méthode  suivie  est  au  con- 
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Li-aire  piiremenL  algébrique;  je  me  borne  d'ailleurs  aux  inlégrales 
liyperelliptiques,  et,  j'obtiens  quelques  résultats  fjui  nie  paraissent 
dignes  d'intérêt. 

i.  SoitP(.r)  un  polynôme  entier  en.r,  n'ayant  que  des  facteurs 
linéaires  simples.  Si  dans  le  radical  y/P(;r)  on  remplace  x  par 
une  fonction  rationnelle  'f(/)  d'une  nouvelle  variable  /,  on  a 
identiquement 

d/(^)  désignant  une  autre  fonction  rationnelle  de  t  et  Q(/)  un 
polynôme  que  l'on  peut  supposer  composé  de  facteurs  du  premier 
degré  tous  diflérents.  11  est  aisé  de  trouver  d'où  proviennent  ces 
fac*teurs  linéaires.  Supposons  d'abord  que  P(.2:)  soit  de  degré  pair 

P(.r)  —  A(.r  —  ax){x  —  «2).  .  .(x  —  a,p) 
et  soit 

x  =  o(t)=  —, 
U  et  V  désignant  deux  fonctions  entières  de  f.  On  aura 

v/P(^)  =  ^v/(^'  ~cii\)(\j  -a.2V)...(  L :  — a.,pV); 

il  est  clair  qu'on  pourra  faire  sortir  du  radical  tous  les  facteurs  li- 
néaires d'ordre  pair  de  multiplicité  des  différents  polynômes 
U  —  «/\  ,  et  tous  les  facteurs  d'ordre  impair  de  multiplicité  reste- 
ront une  fois  sous  ce  radical.  Donc,  \es  facteurs  /inéaires  de  Q^{t) 
correspondent  ciux  racines  d'ordre  impair  de  multiplicité  des 
diverses  écjuations 

IJ  —  a,V  =  0     (t  =  I,  2,  3,  .  . .,  a/)). 
Supposons,  en  second  lieu,  que  V[x)  soit  de  degré  impair  ip  —  i, 

Y*{x)  =  A(.r  —  cii)ix  —  a^). .  .{x  —  «2/)-i)) 

et  soit  toujours  .r  =  irj'  On  aura,  dans  ce  cas, 

v/P(^)  =  ^  v/V(U-aiV)...(L-a,p_iV); 
les  facteurs  linéaires  de  Q( t)  proviennent  donc  des  racines  d'ordre 


-   lio  - 

impair  ilc  nuilliplicilc  de  r(''(|iialion  \  =  o  et  des  diverses  équa- 
tions 

IJ  —  «jV  =  o    (i  =  I,  2,  3,  ...,?,/?  —  i). 

On  peut  réunir  les  deux  énoncés  en  un  seul  en  considérant 
P(^),  lorsqu'il  est  de  degré  impair,  comme  la  limite  d'un  pol_ynôme 
de  degré  pair  dont  une  racine  serait  devenue  infinie,  ou  mieux,  en 
posant  dans  tous  les  cas 

V {x)  =  \{x  —  ai){x  —  a^) .  .  .{x  —  a-i/,), 

rt,,  a-2i  ••',  o^p  étant  up  quantités  différentes  et  x  —  co  devant 
être  remplacé  par  l'unité.  Il  est  clair  que  tout  polynôme  n'ayant 
que  des  facteurs  simples  peut  être  mis  sous  cette  forme,  et  d'une 
seule  manière.  Grâce  à  cette  convention,  l'énoncé  précédent  s'ap- 
plique à  tous  les  cas;  les  facteurs  linéaires  de  Q(^)  proviennent 
des  racines  d'ordre  impair  de  multiplicité  des  ip  équations 

o(t)  =  ai     (t  =  I,  ï,  .  .  .,  9./>).      . 

Dans  chacune  de  ces  équations,  nous  tiendrons  compte  du  de- 
gré de  multiplicité  de  la  racine  t  =  00  ,  si  elle  se  présente.  Soient  D 
le  degré  de  'f{t)  et  N,  le  nombre  des  racines  de  degré  impair  de 
l'équation  o(^)  =  «/,  il  est  clair  que  la  différence  D — N/  est  un 
nombre  pair,  et  par  suite 

ipD-^Ni 
sera  aussi  un  nombre  pair,  ce  qui  exige  que 

i-2p 

le  soit  également.  Si  aucune  des  équations  précédentes  n'admet  la 
racine  t  =  œ  à  un  degré  impair  de  midtiplicité,  on  voit  que  le 
nouveau  radical  portera  sur  un  polynôme  de  degré  pair.  11  en  serait 
autrement  si  l'une  des  équations  o(i)  =  ai  admettait  la  racine 
f  =  co  à  un  degré  impair  de  multiplicité.  Mais  on  voit  ainsi  que  le 
cas  où  Q(/)  est  de  degré  impair  s'offi-e  comme  un  cas  particulier, 
celui  où  une  des  racines  est  devenue  infinie. 

xin.  10 
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l'our  conserver  la  généralité,  nous  écrirons 

Qit)  =  B{t  -  b,)(  t  -  b.,). .  .(t  —  b.,j), 

ht,  bo,  ...,  ^2^  désignant  -j.q  quantités  distinctes,  qui  représentent 
les  racines  d'ordre  impair  de  multiplicité  des  diverses  équations 
o(^t)=^ai,  et  t  —  co  devant  être  remplacé  par  l'unité.  On  a  du 
reste  la  relation  évidente 

i  =  2p 

(1)  2^''=2'7- 

De  la  discussion  précédente  il  résulte  que  le  cas  d'un  polynôme 
d'un  degré  impair  se  ramène  au  cas  d'un  polynôme  d'un  degré 
pair  et  supérieur  d'une  unité  au  degré  du  premier.  C'est  ce  dont  il 
est  aisé  de  se  rendre  compte  directement;  en  eiret,  étant  donné  un 
radical  carré  portant  sur  un  polynôme  de  degré  impair,  une  sub- 
stitution linéaire  effectuée  sur  la  variable  donne  en  général  une  ex- 
pression dépendant  d'un  radical  carré  portant  sur  un  polvnôme  de 
degré  pair.  Les  2/?  racines  du  nouveau  polynôme  correspondent, 
par  la  substitution  linéaire  effectuée,  aux  ip  —  i  racines  du  pre- 
mier et  à  la  valeur  00  .  Il  est  donc  naturel  d'ajouter  une  racine  in- 
finie aux  ip  —  I  racines  finies  de  ce  premier  polvnôme. 

2.  En  remplaçant  toujours  t  —  00  par  l'unité,  le  premier  membre 
de  chaque  équation  o{t)  =  ai  se  présentera  sous  la  forme 

Â-  =  l 

les  nombres  r\  ayant  l'une  des  valeurs  o  ou  1,  et  les  quantités 
c,^,c-2^  . . . ,  Cn^  n'étant  pas  forcément  distinctes  entre  elles  ni  toutes 
différentes  des  quantités  6/.  A  la  relation  (i)  on  peut  joindre  im- 
médiatement les  suivantes  : 

(2)  D  =  N]-f-  2rti  =  N2-1-  in.i  =  .  .  .=  Ni-f-  ini  = . .  .=  Noyj-l-  artj,,. 

On  obtient  une  nouvelle  relation  en  appliquant  une  formule 
générale  que  j'ai  démontrée  antérieurement  (Annales  de  V Ecole 
Normale,  3^  série,  t.  II,  p.  4o)-  Cette  formule  est  la  suivante 

i(7-  —  I)  =  5t/î  —  '1, 
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Il  désignant  le  degré  d'une  lonclion  rationnelle  ((iielconque  f{i) 
et  r  l'ordre  de  multiplieité  d'une  racine  finie  ou  infinie  de  l'équa- 
tion /(/)  =  m,  le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  m  pour 
lesquelles  l'équation y(^)  =  m  possède  des  racines  multiples.  Ap- 
pliquons la  relation  précédente  à  la  fonction  '^{t)  servant  à  la 
transformation.  Si  les  ni  quantités  Cj,  Co,  . . . ,  c„  sont  toutes  dis- 
tinctes et  différentes  des  quantités  è/,  l'équation  Z)[t)  =  ai  aura  w< 
racines  doubles  et  les  termes  qui  dans  ^{r  ■ — ^i)  proviennent  des 
racines  de  cette  équation  auront  une  somme  égale  à  /?,.  Si  les  quan- 
tités Ci  n'étaient  pas  toutes  distinctes,  ou  que  quelques-unes 
fissent  partie  des  Z>/,  cette  somme  serait  plus  grande;  il  suffit, 
pour  s'en  assurer,  de  remarquer  que,  lorsque  deux  racines  viennent 
se  confondre,  quels  que  soient  leurs  ordres  de  multiplicité, 
S(r  —  i)  augmente.  On  aura  donc 

(3)  y //,-^  A  :^2D  — 7.; 


A  désigne  un  nombre  entier  qui,  d'après  la  formule  générale,  ne 
pourra  être  négatif.  Ce  nombre  ne  sera  nul  que  si  toutes  les 
quantités  Ci  sont  différentes  entre  elles  et  différentes  des  quantités 
bi  pour  toutes  les  équations  cp(^)  =  «/  et  si,  en  outre,  l'équation 
(i^(^t)-=m  n'a  que  des  racines  simples  pour  toute  valeur  de  m, 
différente  des  valeurs  «,,  a^î  .  ■  . ,  cup. 

Les  équations  (i),  (2),  (3)  suffisent  complètement  à  la  discus- 
sion du  problème. 

3.  Le  polynôme  P(^)  étant  donné,  ainsi  que  le  nombre  entier  ^, 
imaginons  que  l'on  connaisse  un  système  de  solutions  des  équa- 
tions (i),  (2),  (3)  et  que  l'on  veuille  calculer  les  coefficients  de 
la  fonction  rationnelle  'Si{t).  On  disposera  en  totit  de 

i=ip 


2  +  2/>H-  9.r/--i 


coefficients  indéterminés  et  les  équations  0(1)  =  ai  donneni  lieu 
à 

(2/>-2)(D  +  l) 
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«'•(jualions  de  condilion.  Or  des  éqiialions  (i)  el  (y.)  on  liie 

i  =  ip 

(4)  i^ni-h-j-g  =  a/?D, 


1 


ri,  en  rcmpliK^-anl  dans  l'équalion  (3)  S«/  par 


i  =  2p 


7.pD  —  -?.c/  —  \  n, 


i  =  l 

il  vient  la  nouvelle  formule 

i=2p 

2 /îD  —  2 <7  —  N   «j  -i-  A  =  2  D  —  2, 

i  =  1 

(jiii  peut  aussi  s'écrire 

«  =  2  /> 

(5)  V  /i,-t-  2/»  +  2(7  —  I  =  (2/>  —  2)(D  -+-  i)-f-  A  +  3. 

On  voit  ([ue  le  nombre  des  eoeflicienls  indéterminés  dépasse  le 
nombre  des  équations  de  condilion  de  A+3  unités  :  on  en  dé- 
duira donc  en  général  une  fonction  rationnelle  répondant  à  la 
question  et  contenant  A  -|-  3  paramètres  arbitraires.  Il  est  évident 
a  priori  que,  s'il  y  a  une  solution,  elle  doit  contenir  au  moins 
trois  coefficients  arbitraires;   si  en  effet  la  fonction  cp(^)est  une 

solution,  il  en  sera  de  même  de  <^(  ^^   ,   ^  j  • 

Écartons  d'abord  le  cas  particulier  où /?  z=  i .  Alors,  quelque 
soit  le  polynôme  Q(^),  il  existe  une  infinité  de  fonctions  ration- 
nelles, telles  que  l'on  ait 

v/pôô='KO\/Qû); 

si  P(^)  —A{:v  —  a^){.T  —  a-i),  il  suffira  de  poser 


«2 


Q(0[?l(0]■^ 


cp,  désignant  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de  t,  et  il  est  aisé 
de  voir  que  l'on  a  ainsi  toutes  les  substitutions  rationnelles  répon- 
dant à  la  question.  Pour  faire  disparaître  l'irrationnalité,  il  suffira 
de  supposer  Q  =  i. 


—   li!t  - 
Dans  ce  qui  va  suivie,  j(^   supposerai   désoirnais   les  nouihres /> 
cl  <i  supérieurs  à  l'unité. 

■i.   Si  dans  Téqualion  (^^)je  remplace 

i  —  ip 

1"' 

par  sa  valeur  />D  —  q  lirée  de  l'équalion  (/î  ),  il  vienl  la  nouvelle 
équalion 

(6)  (/>—  2)D-4-  A  =  ^  —  2, 

dont  on  déduit  les  conséquences  suivantes  : 

1°  Supposons/?  =  (^r  =  2,  on  aura  A  :=  O;  et  Ton  tiouve  poui-  les 
équations  (i),  (2),  (3)  une  infinité  de  systèmes  de  solutions  qui 
conduisent  précisément  aux  transformations  de  Jacobi  pour  les  in- 
tégrales elliptiques  de  première  espèce. 

2°  Soit  yR  =  2,  ry  >>  2,  de  l'équation  (G)  on  tire  A  =  .y —  i  et  l'on 
a  encore  une  infinité  de  systèmes  de  solutions  pour  les  équations 
proposées;  on  en  déduit  une  infinité  de  substitutions  rationnelles 
conduisant  d'un  radical  portant  sur  un  polynôme  du  quatrième 
degré  à  un  radical  caiTé  portant  sur  un  polynôme  d'un  degré  dé- 
terminé supérieur  à  quatre.  Nous  verrons  plus  loin  que  ces  trans- 
formations donnent  lieu  à  des  cas  de  réduction  de  certaines  inté- 
grales hyperelliptiques  à  des  intégrales  elliptiques. 

3"  Solt/?>>2.  L'équation  (6)  montre  qu'on  ne  pourra  avoir 
q  <^p  et  l'on  n'aura  q  :=  p  que  si  l'on  a  en  même  temps  A  =  o, 
D  =  I,  c'est-à  dire  dans  le  cas  d'une  substitution  linéaire.  Enfin, 
si  l'on  suppose  q  >/>,  l'équation  (6)  indique  que  les  deux  nombres 
D  et  A  doivent  rester  inférieurs  à  certaines  limites.  Il  ny  aura 
donc  qu'un  nombre  limité  de  systèmes  de  solutions  pour  les 
équation'S  (i),  (2),  (3)  et  par  suite  qu'un  nombre  limité  de  types 
de  substitutions  conduisant  d'un  radical  carré  portant  sur  un  poly- 
nôme de  degré  ip  à  un  radical  carré  portant  sur  un  polynôme  de 
degré  2q. 

Pour  prendre  un  exemple  de  celte  dernière  circonstance,  sup- 
posons />  =  3,  q=:/\]  la  seule  solution  convenable  de  l'équa- 
tion (6)  est  D  =  2,    A=:o.  La  substitution  sera  du  second  degré 


—  i:i()  — 

et  il  faudra  eu  ouLi-e  (|iie  deux  des  équalions  '^'{t)  =  cii  aïeul  uue 
racine  double.  Si  l'on  suppose  p=  .:),  q  =  5,  réquation  (6)  ad- 
met les  deux  sjslèuies  de  solutions 

0  =  2,     A  -  I, 
D  =  3,     A  :^o; 

dans  le  jjremier  cas  une  des  équations  '•^'{t)  ==■  cii  aura  une  racine 
double.  Dans  le  second  cas,  quatre  des  équations '^(/)  =  «/auront 
une  racine  double  et  une  racine  simple. 

Soit  Q(/)  un  polynôme  de  degré  'i  q  ou  iq  —  i,  sans  facteurs 
mulliples;  nous  dirons,  pour  abréger,  que  le  radical  vQ(0  offre 
un  type  rédaclible  lorsqu'il  est  possible  de  trouver  un  polvnôme 
P(5:)  de  degré  ip  ou  ip  —  i  (/>  >-  r ,  p  <,  q)-,  tel  que  l'on  ait  par 
une  substitution  rationnelle 


Supposons  qu'on  ait  ramené  par  une  substitution  linéaire  P(-f) 
à  la  forme  suivante 

V{x)  =  x{x  —  i){x —  a-,){x-  —  «j). .  ,{x  —  a-ip), 

que  j'appellerai  /'o/7>?<?  normale  ;V{x)  contient  ainsi  ip  —  3  coef- 
ficients indéterminés  et  la  transformation  en  introduit  A  H- 3, 
comme  nous  l'avons  vu.  On  pourra  profiler  de  trois  de  ces  para- 
mètres pour  ramener  aussi  Q(/)  ii  la  forme  normale,  et  les  coeffi- 
cients de  Q(^)  dépendront  en  tout  de  ip  -\-  \  —  3  paramètres  ar- 
bitraires. Si  l'on  remplace  A  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (6), 
le  nombre  précédent  peut  s'écrire 

y  —  i  —(  p  —  2  j  (^  D  —  -2  )  ; 

on  voit  cju'il  est  au  plus  égal  k  q  — ^  i,  et  il  n'atteindra  cette  valeur 
maximum  que  sous  l'une  des  conditions  />  =  a  ou  D  =;:  2.  Or  le 
polvnôme  le  plus  général  Q(  0  mis  sous  la  forme  normale  dépend 
de  iq —  3  paramètres,  nombre  supérieur  h  q  —  i ,  dès  que  q^  i. 
Les  types  réductibles  sont  donc  des  cas  très  particuliers  parmi  les 
polynômes  dont  le  degré  est  iq  ou  iq  —  i . 

o.  Le  théorème  de  Jacobi,  qui  unit  le  problème  algébrique  de 
la  transformation  des  radicaux  carrés  portant  sur  un  polvnôme  du 
quatrième  degré  aux  propriétés  des  fonctions  elliptiques,  peut  se 


—  i:ii  - 

générallseï-  coinine  il  suil.  Soil,  loiijouis 

P(x)=  \{x  —  ai){x-  —  a.2)..  .(.*•  —  «2/-) 

et  soiL  u:  ==  -  une  subslilullon  ralionnelle  de  dej;ré  D,  lelle  que 
l'on  ail  

Proposons-nous   de   reeliercher  ce  que  devient  la  dirterenlielie 


par  Ui  subslitulion  préeédenLe;  on  a 

IJ'V-IJV 

rfi; "^7 


et,  par  suile, 


s/PJV)       /(U-a,V)(U-a2V)...(U-«2;,V) 

Tout  facteur  multiple  d'ordre  /■  de  l'une  des  équations 

IJ  —  «(  V  =  o 

fionre  dans  U'V  -  UV  à  la  puissance  r  -  i  ;  si  /■  est  pair  et  égal 
k\m.  on  ponrra  supprimer  ce  facteur  m  fois  dans  les  deux  termes, 
et  il  restera  simplement  au  numérateur  à  la  puissance  m  -  i.  Au 
contraire,  si  r  est  de  la  forme  2m  4-  . ,  il  restera  au  numérateur  a 
la  puissance  m  et  il  figurera  à  la  première  puissance  sous  le  radi- 
cal. Après  la  suppression  de  tousc^facteurs  communs  aux  deux 
termes,  le  radical  se  réduira  à  ^/Q(0  et  le  facteur  qui  reste  de 
U'V-  UV  sera  au  plus  de  degré  A.  En  effet,  U'V  -  UV  est  au 
plus  de  degré  2D  -  2  et  l'on  a  divisé  U'V  -  UV  par  un  facteur 

dont  le  degré  est  précisément  égal  àV  ^^  ^omme  il  est  bien  fa- 

cile  de  le  voir,  c'est-à-dire  2D-2-A,  d'après  la  relation  (3). 
Soit  maintenant  f{x)  une  fonction  entière  (,uelconque  de  x  dont 
le  degré  ne  dépasse  pas  p  -  2;  par  la  subslilution  précédente  on 


-   Io2  — 
aura 

fW^dx  ^  fi{t)dt 
^  y/PC^;         v/Q(7)  ' 

f{{t)  désignant  une  fonction  entière  de  t  dont  le  degré  ne  dépasse 
pas  D(/>  ■—  ">.)-+-  A,  c'est-à-dire  q  —  i^  d'après  la  lormule  (6). 

On  pourrait  démontrer  plus  simplement  cette  propriété  en  re- 
marquant que,  l'intégrale 

/(  .r  )  dx 


f- 


V/P(^) 
étant  de  première  espèce,  l'intégrale 

\fi(t)dt 


qui  lui  est  égale,  devra  rester  finie  pour  toute  valeur  de  t  et  par 
suite  /)  (/)  ne  pouri'a  être  de  degré  supérieur  à  q  —  2. 

6.   De   la  formule  (7)  il  résulte  que  l'intégrale  hyperelliptique 
de  première  espèce  et  de  genre  q  —  i 


/ 


A(f)dt 

v/Q(ô 


se  ramène  par  la  substitution  z)(t)=:x  à  une  autre  intégrale  hy- 
perelliptique de  première  espèce  et  de  genre  p  —  i.  En  rappro- 
chant ce  résultat  des  précédents,  on  arrive  aux  conclusions  sui- 
vantes : 

1"  Il  existe  une  infinité  de  polynômes  d'un  degré  donné,  supé- 
rieur à  quatre,  tels  qu'en  choisissant  convenablement  un  polynôme 
J\(t)  l'intégrale  hyperelliptique 

bi(t)dt 


rbiind 


se  réduise,  par  une  substitution  rationnelle,  à  une  intégrale  ellip- 
tique de  première  espèce;  le  degré  de  cette  substitution  peut 
être  aussi  grand  qu'on  le  voudra. 

2"  Les  seules  substitutions  rationnelles  conduisant  d'une  inté- 
grale hvperelliptiqiie  à  une  autre  intégrale  hyperelliptique  de 
même  genre  sont  les  substitutions  linéaires. 


-   ir)3  - 

3"  Il  n'existe  qu'uiî  nombre  fini  de  types  de  substitutions  ra- 
tionnelles conduisant  d'une  intégrale  hyperelliptique  de  genre 
p  —  I  à  une  intégrale  hyperelliptique  de  genre  q  —  ^{q  '>p)- 

4''  Les  coefficients  d'un  type  réductible  de  genre  cj  —  i,  ramené 
à  la  forme  normale  dépendent  au  plus  de  q  —  r  paramètres  arbi- 
traires. 

7.  Je  considère  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  p  =  •>.,  q  =  3, 
qui  correspond  à  des  cas  de  réduction  des  intégrales  hypercllip- 
tiques  du  second  genre.  D'après  un  beau  résultat,  dû  à  M.  Picard 
(Bulletin  de  la  Société  mathénialique,  t.  XI),  s'il  existe  une  in- 
tégrale de  la  forme 


f 


v/Q(«) 


où  Q(/)  est  un  polynôme  du  cinquième  ou  du  sixième  degré,  qui 
ait  seulement  deux  périodes,  il  en  existe  aussi  une  seconde.  La 
méthode  précédente  fournit  bien  autant  d'intégrales  réductibles 
que  l'on  veut  de  cette  forme,  mais  elle  n'apprend  rien  sur  l'exis- 
tence de  la  seconde  intégrale  et  n'indique  aucun  moyen  pour  la 
trouver. 

Dans  les  cas  les  plus  simples,  ces  deux  intégrales  se  présentent 
assez  facilement. 

Exemple  I.  —  Soit  D  =  2  ;  posons  toujours 

P(x)  =  Aix  —  ai)(x  —  a.2){x  —  a3){x  —  a:,), 

et  soit 

lt--h  tnf  ~\-  n  ,_ 

?(0 


l' i'^  ■+-  ni'  t  -H  n' 


la  substitution  considérée.  Pour  que  le  polynôme  correspondant 
Q(/)  soit  du  sixième  degré,  il  faut  et  il  suffit  que  l'une  des  équa- 
tions ci(^)  =  ai  ait  une  racine  double.  Ce  polynôme  Q(^)  jouira 
d'une  propriété  remarquable.  On  sait,  en  elîet,  que  les  deux  ra- 
cines <,,  t2  de  l'équation  'f  (0  =  '^  ^O'^t  liées,  quel  que  soit  A,  par 
une  relation  d'involution 

(8)  L/i/o^-M(/i-^/2)-t-N  =  0, 

dont  11  serait  facile  d'avoir  les  coefficients.  Les  six  racines  du  po- 
hnôme  Q(07  y  compris   ^  =  x  ,   si   Q  est  du  cinquième  degré, 


-   15i  - 

tloiveuL  (Jonc  pouvoir  êlre  associées  deux  par  deux,  de  l'açoii  à 
vérifier  une  relation  de  la  forme  (8).  Je  dirai,  pour  abréger,  que  le 
polynôme  Q(^)  est  symétricjue,  et  la  définition  s'étend  évidem- 
ment à  un  pohnôme  de  degré  quelconque. 

Tout  polynôme  symétrique  peut  être  ramené,  par  une  substitu- 
tion linéaire,  à  ne  contenir  que  les  puissances  paires  delà  variable. 
En  effet,  on  peut  ramener  par  la  substitution 


les  deux,  points  doubles  de  l'involution  (8)  à  coïncider  avec    les 
points  o  et  od  et  la  relation  (8)  devient 


Dans  le  cas  actuel,  les  intégrales  bvperelliptiques  se  ramènent 
aux  deux  suivantes 

r  dz.  r zflz 

que  la  même  substitution  z- =  .r  réduit  aux  intégrales  elliptiques. 
Plus  généralement,  Qu)  désignant  un  polynôme  symétrique  du 
sixième  ordre,  les  deux  intégrales 


J      /Q(Ô         J 


(  /  —  i/o  )  dl 


où  «,,  1/2  désignent  les  deux  points  doubles  de  l'involution  (8), 
sont  réductibles  aux  intégrales  elliptiques  par  la  substitution 


t  —  Ui 


A  ce  cas  se  rattache  l'exemple  de  Jacobi  (Journal  de  Crelle, 
t.  8j,  où 

Çl{l  )  =  t(i  —  t  )  {[.  —  at  ){\  -  bt  ){i  —  abt)\ 

les  trois  couples  de  quantités  Oi  '^  5  "'  ^î   '  '  ^  vérifient  en  effet 

la  relation  1,1.=  -^  ■,  qui    est  bien   de   la   forme  (8).   Les  points 
au      1 

doubles  de  l'involution  sont  ici  -f-  -,=  et  —  -^  et  les  intégrales 

^ab  \J  ah 


-  isr;  - 

réducùbles  soiiL  bien  en  elï'el 


J 
J 


s/t\i  —  t){i  —  at){i  —  bt)[i  —  aht  ) 
{\—\/abt)dt 


s/t{\  —  t)ii--at){i  —  bt)(\  —  abt) 

Klanl  donnée  une  forme  binaire  du  sixième  degré,  on  sait  que  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  racines  soient  en 
Invohition  est  exprimée  par  l'équation  E  =  o;  E  désigne  l'inva- 
riant gauche  du  quinzième  ordre  {Sxi.Moy,  Algèbi-e  supérieure, 
traduction  Bazin,  p.  198  et  347)- 

Exemple  IL  —  Soit  D  =  3.  Ees  trois  équations  's{t)  =  a., 
C2(^)  =  rt.5,  z,(t)z=((.,  auront  une  racine  simple  et  une  racine 
double.  Supposons  de  plus  «,  =  0,  et  supposons  que  l'équation 
o(/)  =  oo  ait  aussi  une  racine  double.  On  pourra,  par  une  substi- 
tution linéaire  effectuée  sur  t,  prendre   la   transformation  sur  la 

forme  suivante 

f^—ai  —  b 
X  =  — r; ; 

3  /  — p 

cette  équation  aura  une  racine  double  pour  les  valeurs  de  x  qui 
satisfont  à  la  condition 

(9)  ^i^x  —  af—i-jib-^pxy-^^o. 

Ces  racines  doubles  appartiennent  à  l'équation 

dx^  _  Çit^—'ipt^  —  iap^'ib)  .^  ^ 
Tt  "  (3f  — /))- 

Il  suit  de  là  que  le  premier  membre  de  l'équation  (9)  doit  être 

divisible  par 

f6<-^   -3pr^  —  iap  +  3  6)j^ 

On  a,  en  elfet,  l'identité 

/  iCix  —  ay'—îyib-r-px)^ 

I        =  [6  <3  _-  3pr^-(ap  -  3  6)]2  [3  f-^  -  3pr^  --  4  {ap  -n  3  ^)J  X  ^jj^z^,  ' 

Si  donc,  dans  la  différentielle  elliptique 

dx 


(10) 


v/o-l  4(  3^-  —  rt  )»  —  27(  6  ^  /îa:)2  ] 


-  i:j6  - 

on  l'ail  le  changcmcnl  de  variable 

t^  -h  at  -h  b 

on  trouve 


dx  I        flf 


(12) 


v/:F[4(3a7  —  a)3— 27(6-1- jD^)2J        ^3/^(0 
i 

q(  t)  =  (fi-h  af.  -+■  h)[t^-h  pt^^^iap  ■+-  "ib)]. 

L'intégrale  liypcrelliptique  de  première  espèce 

dt 


h 


\/{t^ -^  at -h  b){P-+- pf^ -^  g) 
où  Ton  a 

(i3)  q  =  ^b-^iap, 

se  ramène  donc  à  une  intégrale  elliptique  par  le  changement  de 
variable  (i  i).  La  seconde  intégrale  hyperelliptique  ' 

r  tdt 

J   ^{P-h  at  -i-  b){  t^  -^  pf^^  q) 

se  ramène  aussi  à  une  intégrale  elliptique;  car,  si  Ton  pose  '  =  -' 

elle  devient 

—  I      /•  du 

(i5)  —=    /     , 

\Jbq'  j    sJ{ii^-T- a! u-^b'){ii?-\-p' W^-^-q  ) 

«',  V ,  />',  q'  avant  respectivement  pour  valeurs 

a  =  — 7     b  =  -■,     p  —  -,     q  —  T' 
q  q       ^  b        ^         b 

Mais  de  la  relation  (i3)  on  tire  aussi 

1  =  i  -+-  ^  ^, 
b         q         "i  bq 

c'est-à-dire 

q':=\b'-\-^p'a'. 

La  nouvelle  intégrale  (i5)  est  donc  de  même  forme  que  l'inté- 
grale (12)  et  par  suite  se  ramènera  aussi  à  une  intégrale  elliptique. 
On  verrait  par  un  calcul  identique  au  précédent  que  l'intégrale  (i4) 


—  157  — 

se  rctluil,   par  la  siiljsliliilion 

i^-\-pt^-hq 

à  l'inlégralc  elliptique 

r  dx 

('7) 


J  v/^[4i 


Les  substitutions  (ii)  et  (ifi)  s'appliquent  aux  intégrales  (i  2) 
et  (i4)  alors  même  que  quelques-unes  des  quantités  a,  a',  b  se- 
raient nulles.  Si  l'on  suppose  b  différent  de  zéro,  on  pourra 
prendre  6  =  1  et  il  ne  restera  en  réalité  que  deux  paramètres  ar- 
bitraires a  et  p.  Si  b  est  nul,  on  pourra  prendre  «  := —  i  et  il  n'y 
aura  qu'un  seul  paramètre  arbitraire.  Si  l'on  change  ensuite  t  en 
-■>  on  trouve  que  les  deux  intégrales 

r    dz  r  zdz 

où 

se  ramènent  à  des  intégrales  elliptiques  :  résultat  que  l'on  doit  à 
M.  Ilermite.  Les  substitutions  propres  à  réduire  ces  intégrales  se 
déduisent  bien  simplement  des  précédentes.  Ainsi  Ton  a 

r  dx  _  ^  r dz 

J  v/^[(^_/;2_T]  ~  V  v/(^--0(4^^-3^  +  r)' 

en  posant 

x  =  4^3_3-_^  / 

et 

dx  r  ^dz 


J  v/^[4(/^- 1)3+ 27^2]     J  v/(^2_i 
en  posant 


)(4^3-3-  +  /) 


r- 


Exemple  111.  —  Soit  D=4-  Oi^  obtiendra  une  substitution 
indécomposable  du  quatrième  degré,  conduisant  à  une  intégrale 
hyperelliptique  du  second  genre,  en  considérant  une  fonction  ra- 
tionnelle cp(/)  telle  que  l'une  des  équations  cp(/)  :=  ai  ait  deux  ra- 
cines doubles  et  les  trois  autres  deux  racines  simples  et  une  racine 


-  \tiS  — 
doiiljlc.  On  pourra  prendre,  en  supposant  r/,  =  o. 


x=^o{t)  = 


t^-i-  et  -h  d 


et  prendre  pour  «2,  «u,  «4  les  trois  autres  valeurs  de  .r,  sauf"  o 
et  GO  ,  pour  lesquelles  l'équation  précédente  a  une  racine  double; 
mais   la   méthode  ne  donne  pas  la  seconde  intégrale  irréductible. 

Voici  à  cet  égard  le  résultat  qui  a  été  obtenu  tout  récemment 
par  M.  O.  Bolza  {Sitzungsbericlite  dev  naturforschenden  Gesell- 
schaft  zu  Freiburg). 

Soient  a,  j^,  y  trois  paramètres  arbitraires  et  a',  [j',  v'  les  trois 
fonctions  suivantes  de  ces  paramètres  : 
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2772-1-  aja^Y-l-S^ï 
—  3a2  3-f-9aY-f-8  32 

27  72  H-  aya^iy-^  8  ^i-«  ' 
—  2  a'*  -r-  4  aP  H-  4  7 


Posons  en  outre 


(19) 


R(^,  a,  ,3,  7)  =  7>e  __  3  7.Y'.r5_  (4  o./—  a3' )  j-^ 

• —  (y.y.'-\-  5  77').r3  — (  4  S' 7  —  a'  J3)ar2 —  3 a' 70-  -1-  7; 

les  deux  intégrales 

/dx  r  .rd.r 
>           /       ,  ^:=r^ 
v/H(^,  a,  (iJ,  7)        J   \/Rl^,  a,  p,7) 

se  ramènent  à  des  intégrales  elliptiques  par  des  substitutions  ra- 
tionnelles du  quatrième  degré.  On  a  en  effet,  pour  la  première. 

r  d.r  v^^     r  dz 

./   v/R(^,  "-,  3,  7)  ^'-   J   v/R,(^,  a,  ^.7) 


ou 


R,(^,  0,  3,  v)  =  (%z  -^  9.7,l7'^3-^(— -f  a27'^637'- 


+  (-27a77'--i2?'7-4^'3)^-^Tt  {33' 
et 

2  a  3"'^  —  4  ^Y  ^  —  ^  ?V 


(22) 


■(a^-4-7) 


Maintenant,  si  l'on  observe  que  a,  |îi,  *'  s'expriment  de  la  même 
manière,  au    moven  des  quantités  a'.  3',  -''  cpie  a'.  ^',  ^''  au  moyen 


-  loi)  - 

de  a,  ^,  ■',  ou  voil   imiiK'dialemenl  ([uc   par  le  cliangemcnl  de  x 

,    ■  l'  en  re- 

suite  que 

en  posant 

,_        aa' — 4a'Y'.r3  —  a^'y'-r* 
^    *  aa  .r^-f- 2a  •'x'*H- (a  |i  +  Y  )-* 

Pour  ne.  laisser  que  deux,  paramètres  arbitraires,  il  suffira  de 
faire 

i=A-,     \  =  \     x  =  %l. 
a-  V? 

Exemple  IV.  —  Soit  D  =  5.  Soit  j:— cp(^)  une  substitution 
rationnelle  répondant  à  la  question;  pour  trois  valeurs  particu- 
lières de  r  l'équation  'o{V)=-.x  devra  avoir  deux  racines  doubles  et 
une  racine  simple.  Par  deux  substitutions  linéaires  effectuées  à  la 
fois  sur  X  et  sur  t,  on  peut  faire  que  ces  trois  valeurs  de  x  soient 
o,  I ,  «5  et  que  les  racines  simples  des  trois  équations  '^(^)  =  o, 
'i(f)  =  i,  '^(^)  =  GO  soient  elles-mêmes  o,  i ,  co  .  On  aura  donc 
une  identité  de  la  forme 

P,  Q,  R  étant  trois  fonctions  entières  du  second  degré.  Par  un 
calcul  qu'il  est  inutile  de  reproduire,  on  trouve  facilement  la  for- 
mule 

j  [(2a-i)r^  +  (2ap-a^-2!i)<-?M-^ 

et  la  fonction  cp(^)  se  déduira  de  cette  identité  par  une  substitu- 
tion linéaire. 

8.  Prenons  encore  le  cas  de  y^  ~  2,  7  =  4-  I-'»  transformation 
la  plus  générale  du  second  degré  conduit  d'une  intégrale  elliptique 
à  une  intégrale  hjperelliptique  de  genre  3,  où  le  polynôme  Q(0 
sera  symétrique. 

inversement,  si  Q(/)  est  un  polynôme  syméirique  du  luiitième 


—  IfiO  — 
degré,  il  <xisle  une  inlégrale  liyperelliplique  eorrespondanle  qui 
se  réduit  à  une  intégrale  elliptique.  Nous  avons  vu  en  effet  que  par 
un  changement  linéaire  de  variable  on  pouvait  ramener  ^^{l)  à 
n'avoir  que  des  termes  de  degré  pair.  Des  trois  intégrales  de  pre- 
mière espèce 


r    fit  r  tdt          r  f^dt 

J  /OtT"/    J  v/<5(Ti'    J  ^qïT) 


il  est  clair  que  la  seconde  se  réduit  à  une  intégrale  elliptique  par 
la  substitution  t-^  x  et  que  les  deux  autres  se  ramènent  à  des  in- 
tégrales liyperelliptiques  de  genre  2  par  la  Jiiême  substitution. 

Soit 

q(^t)=={i-r-){i-/^'-r-){i-l'r^)(i-mU^); 

on  aura,  en  posant  t'-  =  x, 

/dt      _\_    r dx^ 
v/Q(7)        2j    v/j7(i  —  J7)( I  —  A-2a7)(,i  —  l'^x){\  —  m^x) 

/tdt  I     r dx^ 

v/QÎO        '^  J    v/(i  —  .î-jU  —  A-2j")(i  —  l^x){\  —  m-^x) ' 

xdx 


/  t^dt  _  I    r 


x){^i—  k-^x)(i  —  l'-x){i  —  m^-x) 

Si  A-,  /-,  m-  sont  quelconques,  il  n'y  aura  pas  d'intégrales  de  pre- 
mière espèce  contenant  l'irrationalité 


\/x{i  —  X  )(i  —  k-x)i^i  —  l'-x)(  1  —  m-x) 

qui  se  réduise,  par  une  substitution  algébrique,  à  une  intégrale  el- 
liptique. Donc  il  n'y  aura  pas  non  plus  d'autre  intégrale  réduc- 
tible aux  intégrales  elliptiques  parmi  celles  qui  contiennent  l'irra- 
tionalité y  Q(^). 

En  général,  si  le  polynôme  Q(^)  est  symétrique  et  de  degré  2^, 
on  pourra  le  ramener  à  n'avoir  que  des  termes  de  degré  pair. 
Toutes  les  intégrales  de  première  espèce  correspondantes  se  ra- 
mènent par  la  substitution  t-  =:  x  k  des  intégrales  liyperelliptiques 

de  genre ou  — i,  si  ^  est  impair,  et  à  des  intégrales  de 

q  q 

genre  -  ou  -  —  i ,  si  <y  est  pair. 

En  combinant  les  différents  cas  de  réduction  connus,  on  par- 


-    Kîl   — 
viciiL  à  (le  nouveaux  cas  oiriaiil  un  plus  i^rancl  uonihro  (rinl<''i;t'al('s 
réductibles. 

Tel  serait  le  cas  d'un  polynôme  de  degré  pair  tel  que  les  racines 
puissent  être  associées  deux  à  deux  de  plusieurs  manières  diffé- 
rentes, de  façon  à  vérifier  une  relation  d'involution,  polvnome  que 
l'on  pourrait  appeler  doublement  symétrique.  Ainsi,  dans  le  cas 
de  l'irrationalité  sjl{i  —  t){i  4-  t){\  +  at){i  —  at),  on  peut  asso- 
cier les  six  quantités  o,  i ,  —  i,  ^^  —  ^^  œ  de  façon  à  vérifier  soit 
la  relation  /,  <2= -'  soit  la  relation  /, /^  =— ^-  On  aura  donc 
quatre  intégrales  réductibles 


/, 


-.s/at 


\/t{.\  —  t){\-\-t){\-\-at)\\  —  at) 


\/t(i  —  t}(i-^t){i-+-at){\  —  at) 

D'après  un  théorème  de  M.  Poincaré  (Comptes  rendus  des 
séances  de  L'Académie  des  Sciences,  t.  G),  il  y  en  aura  une 
infinité. 

Tel  serait  le  cas  d'un  polynôme  du  huitième  degré 

Q  (  O  =  (  I  -  ^2)(  ,  _  /,2  /2)(  ,  _  /2  r-!  )  (I  -  /.-^  /2  ^2  )  ; 

...     ,      .     r  tdt  ,j  ..  ,, 

en  posant   t-=x^  1  intégrale  /  —=:^  se  réduit,  comme  nous  la- 
vons déjà  remarqué,  aune  intégrale  elliptique,  tandis  que  les  deux 


intégrales 


/ 


deviennenl 

I      /'  (izh  kLr)d.r 

â  J    ^xii  —  ,r)(i  —  A-2.r)(i  —  /2^)(i  —  A-2/2.r  ) 

et  rentrent  dans  l'exemple  de  Jacobi.  Une  nouvelle  substitution 
rationnelle  du  second  degré  les  ramènera  donc  aux  intégrales  el- 
liptiques. 

D'un  antre  côté,  les  deux  substitutions  linéaires 

_      I      I  -f-  ;;  _  I  i  -h  z- 


si  kl  I--  sf-^s/'^l  ' 

XIII. 
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condiiisenl  du  polynôme  Q(/)  à  un  |)olyu(unc  de  degré  pair  en  z 
de  même  forme  que  Q(/).  On  connaîtra  donc  dans  ce  cas  neuf 
intégrales  réductibles  par  des  substitutions  rationnelles  aux  inté- 
grales elliptiques  dont  trois  par  des  substitutions  du  deuxième 
degré  et  six  par  des  substitutions  du  quatrième  degré.  D'après  le 
théorème  de  M.  Poincaré,  il  y  en  aura  encore  une  infinité.  11  me 
paraît  superflu  de  multiplier  davantage  les  exemples. 

Une  théorie  toute  semblable  est  applicable  aux  intégrales 

dx  r         dr  /•  dx 


/dx                    r          dr  r 

~2 V        I    1 T'         /    "T 
.t'Ux  —  i)-'        ^     x'^  (x  —  i)2        ^     x'* 


i' 

(37-1)2 


il  existe  une  infinité  d'intégrales  abéliennes  de  la  forme 


/ 


f{t)dt 


(  f  —  ai  )A.  (  <  —  a2  )Aa  ...(t  —  t,,  yr 


qui  se  déduisent  par  des  substitutions  rationnelles  de  lune  de  ces 
intégrales,  pour  une  valeur  déterminée  du  nombre  entier  p.  La 
démonstration  se  trouve  implicitement  contenue  dans  le  Mémoire 
déjà  cité  {Annales  de  l'Ecole  Normale,  3*^  série,  t.  TT). 


Sur  la  représentation  des  nombres  par  les  formes; 
par  H.   Poincaré. 

(St'ance  du  28  mars  iS85.) 

Etant  donnée  une  forme,  c'est-à-dire  un  polynôme,  homo- 
gène par  rapport  à  plusieurs  variables,  et  à  coefficients  en- 
tiers, donner  à  ces  variables  des  valeurs  entières,  telles  que  la 
form.e  devienne  égale  à  un  nombre  entier  donné. 

Ce  problème  est  complètement  résolu  en  ce  qui  concerne  les 
formes  quadratiques  binaires;  mais  il  y  a  encore  beaucoup  à  dire 
à  ce  sujet,  en  ce  qui  concerne  les  formes  plus  compliquées. 


—  1(>;{  — 
PREMIÈRE  PARTIE. 

FORMKS    niWIRES. 

Représenter  un  nombre  entier  par  une  forme  binaire,  e'est  un 
problème  dont  la  solution  est  contenue  explicitement  ou  implici- 
tement dans  les  travaux  de  : 

MM.  Eisenstein  (Journal  de  Crelle,  t.  ^8). 

Hermite  {Journal  de  Crelle,  t.  42  et  47). 
Kummer  [Journal  de  Liouville,  2^  série,  t.  XVI). 
Dedekind  {Mémoire  sur  les  nombres  entiers  algé- 
briques. Paris,  Gauthier-Villars,  if^77). 

Je  crois  pourtant  qu'il  est  encore  possible  d'approfondir  et 
d'éclaircir  cette  solution. 

Méthode  générale. 

Nous  adopterons  la  terminologie  et  les  notations  de  M.  Dede- 
kind, que  je  vais  rappeler. 
Soit  une  équation  algébrique 

(i)  a'"  —  A,„_i  a'»-i  -^  A,„_2a'"-2  — . .  .±  Aj  a  q=  Ao  =  o 

à  coefficients  entiers.  Soient 


a. ,  a-i 


ses  racines.  Un  nombre  entier  complexe  sera  une  expression  de  la 
forme 

:r„  -f-  .r,  Xi  -f-  .^2  af  -f- .  . .  -f-  .r,„_i  a'/'" > , 

Nous  l'appellerons  x  pour  abréger.  Sa  norme  sera  le  produit 

(.roH- 3-,  ai-4- .r,  af -t- . . . -t-.r,„_,  a'/'"  '  )  ('ï-o-^ 'Ti  a,+ :r2  a| -+- . . .^- j"„,_i  x^"- •  ). . . 

X  (a-o-f-  .r,  a,„  -K .  .  .+  x,n-i  a;;|   »). 

Un  module  sera  le  système  des  nombres  complexes 

a?'i'mi+  .r'2'm2-4-. .  .-1-  .r'"'m,i, 
OÙ  m,,  m-,^  ....  m„  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  entières, 


-    Kii 


positives  on  négalives.  Nous  le  représenterons  par  la  nolation 


(•^.) 


Si  n  =  m,  la  norme  de  ce  module  sera  la  valeur  de  l'expres- 
sion (2)  considérée  comme  un  déterminant. 

Un  idéal  sera  un  module,  tel  que  n  =  m,  et  que  le  produit  d'un 
nombre  complexe  quelconque  appartenant  au  module,  par  un 
nombre  entier  complexe  quelconque,  appartienne  également  au 
module. 

Cela  posé,  envisageons  une  forme  quelconque 

F  =  B,„ar'«-H  B„,-ia7'«-"jK-i-,  ..-h  Bi3y'"'-'-f-  Bo7'«, 

et  supposons  qu'on  cherche  à  représenter  à  l'aide  de  cette  forme 
le  nombre  entier  N. 
L'égalité 

F=:  N 

peut  s'écrire,  en  posant 

+  B,B^-2.r,j'«-i+  BoB;;ri 7'"  =  B;r'  N- 
Supposons  que  l'on  ait  choisi  l'équation  (i),  de  telle  sorte  que 
A,K_i=B,„_i,     A,„_2=  B/n-2l^/?n      •••>     Aj  =  B,  B;^'""^^     Ao=BoB5;;"'. 
On  cherchera  à  repiésenter  le  nombre  B"'^"'  N  par  la  forme 

(P  =  X^'^  k,n-iXm^^J  -h  A„,_2-y"'^'\>'-  +  •  .  .-i-  A,7  M-  A„. 

On  trouvera  par  exemple  que  Ton  a 
en  faisant 


x  =  a,    y 


h. 


On  examinera  si  a  est  divisible  par  B^;  s'il  ne  l'est  pas,  on  re- 
jettera le  système  de  solutions;  s'il  l'est,  on  saura  que  l'on  ob- 
tient l'éfi^alité 

F  =  N 


—  IGo  — 
en  faisan I, 

Le    problème    est    donc    ramené  au    suivant  :  Représenter  un 
nombre  entier  par  la  forme 

<î>  =  (t  -+-  0Liy)(x  ^  oLif).  .  .(x  ^  cc„,f)=  norme(:F-t-a,j). 
On  résoudra  le  problème  plus  général  :  Représenter  un  nombre 
entier  par  la  forme 

^F  —  norme(j:-o-t-  a, 37,+  a.\x.2-\-.  .  .-f-  a',""'  a;,„_i), 

qui  contient  m  indéterminées  ^o)  -^^i»  ^-i^   ■  •  •  ■,  ^m-t- 

Supposons  qu'on  l'ait  résolu  et  qu'on  ait  trouvé  que  la  forme  W 
représente  le  nombre  entier  proposé,  si  l'on  v  fait 

Xo=%,      ^1=^1,      ^■2=h>      •2^3=?3i       •••,       -Tm-l^^m-i- 

Si  l'on  a 

on  saura  que  <ï>  devient  égal  au  nombre  entier  proposé  quand  on 
y  fait 

sinon  on  rejettera  la  solution. 

Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  :  Substituer  à  la 
place  dex„,  X,,  ...,  x,„_^  des  nombres  entiers,  tels  que  W  de- 
vienne égal  à  un  nombre  donné. 

Supposons  le  problème  résolu,  soit  N  le  nombre  donné.  Soit 

^\X(i,   Xi,    .  .  .,   X,n-\)  =  N. 

Le  système  des  nombres  complexes 

(3)  (^o-H  ai^Pi^-.  .  .-H  a'l^-'x,„^i){mo-\-  a,mi+.  . .+  ^T'  "^m-i), 
où 

sont  des  entiers  indéterminés,  est  un  idéal  de  norme  N.  Ce  sera  un 
idéal  principal.  On  formera  donc  tous  les  idéaux  de  norme  N. 
Soit 

(4)  y>'[^,-^7C2^^2-4-...-^-7""'!^'« 

l'un  de  ces  idéaux.  On  doit  chercher  si  c'est  un  idéal  principal  ;  et 


—   !«)()  — 

dans  le  cas  où  c'en  est  un,  on  doit  chercher  à  le  ramener  à  la 
l'orme  (3);  quand  il  sera  ramené  à  cette  forme,  on  aura  les  va- 
leurs cherchées  de  Xo,  x,,  . .  .,  ^,m_|. 

La  norme  d'un  nombre  complexe  contenu  dans  la  formule  (3) 
est  égale  à 

(5)  7<W{mo,  rtii,  .  .  .,  /n,„_i). 

Quant  à 

c'est  une  forme  de  degré  m,  avec  les  m  indéterminées 

Par  la  méthode  de  M.  Hermite,  on  reconnaîtra  si  les  formes  (5) 
et  (6)  sont  équivalentes.  Si  elles  ne  le  sont  pas,  (4)  n'est  pas  un 
idéal  principal  et  il  n'v  a  pas  à  s'en  occuper.  Si  elles  le  sont,  on 
passera  de  l'une  à  l'autre,  en  posant 

[J.,-  =  X/  0  /«o  •+-  À/_l  /«l  -H  À/  -2  '«2  -H  ...  -I-  À/  ,„-i  /«,„-!• 

L'expression  (4)  deviendra  alors 

i  =  m  —  l 

(7)  2    "*'(7''^^i'  +  :>''"^V^---+j""'^'«')"- 

i  =  0 

Les  expressions  (3)  et  (7)  devront  être  identiques,  ce  qui  don- 
nera pour  les  valeurs  cherchées  de  .Tq,  x^^  . . . ,  x„i-i 

En  résumé,  pour  chercher  si  le  nombre  N  peut  être  représenté 
par  la  forme  F,  on  cherchera  si  le  nombre  B"^"'N  peut  être  re- 
présenté par  la  forme  W;  à  cet  effet,  on  formera  tous  les  idéaux  de 
norme  B,";~'N,  et  si 

est  l'un  d'entre  eux,  on  formera  la  forme 

normeY 
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n(  l'on  cxainiiicra  si  elle  e.sl  équivalente  à 

et  quelle  est  la  substitution  qui  permet  de  passer  de  l'une  à 
l'autre.  La  connaissance  de  celte  substitution  donne  immédiate- 
ment la  solution  tlu  |)roblème. 

Le  problème  est  donc  ramené  aux  deux  questions  suivantes  : 

i"  Former  tous  les  idéaux  de  norme  donnée; 

2"  Reconnaître  si  deux  formes  décomposables  en  facteurs  li- 
néaires sont  équivalentes. 

La  deuxième  question  a  été  complètement  résolue  par  M.  Her- 
mite.  Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  pour  le  moment  que  de 
la  première. 

Formation  des  idéaux. 
Soit  un  module  quelconque 

^'l' m  1  -I-  x'^-^  in-i-^ . .  .~\-  ,/•<"'  m„ . 

Les  nombres  complexes  x^'',  x^-\  ...,  x^"'  forment  ce  que 
M.  Dedekind  appelle  la  base  de  ce  module.  Ce  module  s'écrit, 
d'après  la  notation  convenue, 


(2) 


Il  est  clair  qu'on  pourrait  donner  au  module  une  autre  base,  et 
par  conséquent  l'exprimer  d'une  infinité  de  manières  sous  la 
forme  (y).  On  pourra,  par  exemple,  dans  le  Tableau  (2),  ajouter 
à  une  colonne  quelconque  une  autre  colonne  multipliée  par  un 
entier  constant,  ou  bien  encore  supprimer  une  colonne  entière- 
ment formée  de  zéros.  On  arrivera  ainsi,  si  m  <  n,  à  ramener 
l'expression  du  module  à  la  forme  simple 


(8) 


«1        «2 

o       bi 


ai, 
b. 


.l'ai  écrit  le  Tableau  (8)  comme  si  m  était  égal  à  f.  il  m'arrivera 
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rré(|iiemmeiil,  quand  j'écrirai  l'expression  d'un  module,  de  don- 
ner à  m  une  valeur  particulière,  afin  de  mieux  me  l'aire  entendre. 
Mais  il  restera  entendu  qu(!  ce  que  je  dirai  sera  vrai  pour  toute  va- 
leur de  m. 

Quelles  sont  les  conditions  pour  (pie  le  module 


(9) 


a  h  c 
ode 
00/ 


soit  un  idéal?  Il  l'aut  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de 
ce  module  par  un  nombre  entier  complexe  quelconque  (par 
exemple  a,)  fasse  partie  du  module. 

Je  dis  que  a,  b,  c,  d,  e  sont  divisibles  pai-  /.  En  elTet,  si 

est  un  nombre  complexe  appartenant  au  module  (9),  on  aura 

^"25=0     (mot!/'). 
Or  les  nombres  suivants 

devront  faire  partie  du  module,  ce  qui  exige 

a^  d  ^  o     (modf). 

Il  en  sera  de  même  de 

(10)  6aj-i-<rZa|,     caj -;- eaf -f-/aj,     caj -+- ea^ -t-/a}. 

Mais,  dans  le  cas  particulier,  l'équation  (i)  s'écrit 

af  =  Aaaf  —  Ajai-i-  Âo, 

de  sorte  que  les  trois  nombres  complexes  (10)  s'écrivent 

</Ao—  dAi  'Xi-T-  (b  -r-  A2<r/)af , 

/Ao-H  (c— /Ai)a,-f-(e  -f- A2/)aj, 

(/ A.  Ao  -^  e  Ao  )  ^  (/A„  —/A,  A,  —  e  A,  la,  -i-  (  c  —/A,  -^-/A'I  -l-  e  A,  )  a? . 

S'ils  font  partie  du  module  (9^  on  devra  a\oir 

h  -h  Ao^/  --  r  -+■  A-  /■  =  r  —  /■  V,  -\'f\'l  ^-  ''  \.>  -=  o     (nuid /';, 


d'( 
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6  =  e  ^  c  ^  o     (  niod  /■  ). 


Je  dis  que  ael  b  doivent  être  divisibles  par  d. 
Car,  si  le  nombre  complexe 

a^o-i-  ^1  a,  -+■  oi'in.\ 

fait  partie  du  module  (9),  on  doit  avoir 


f 


(mod  d). 


Or  les  nombres 

l'ont  partie  du  module  (9). 
On  a  donc 


aoLi,   b'Xi-\-  clrti 


6  =  e^7 


(mod  (/), 


mais  -r  est  un  nombre  entier;  on  a  donc 

b  ==  o     (mod  d). 
De  même,  pour  que  le  module  (8)  soit  un  idéal,  il  faut 

Cssscvsso     (modo?;), 


CT,  !S  a2  =  «3  ss  Cfj,  s=  62  s;  63  ES  64 
rti  SS  «2  =S  «3  SS  b-2  =3  63  s=  o 
a,  H=  «2=^  o 


(mod  C3), 
(mod  bî). 


En  général,  dans  un  Tableau  tel  que  (8),  le  dernier  chiffre  si- 
gnificatif de  chaque  colonne  est  sur  la  diagonale  qui  va  de  l'angle 
supérieur  gauche  du  Tableau  à  l'angle  inférieur  droit.  Si  le  mo- 
dule correspondant  est  nn  idéal,  tous  les  chiffres  d'une  colonne 
seront  divisibles  par  le  dernier  chiffre  significatif  de  cette  colonne, 
et  le  dernier  chiffre  significatif  de  chaque  colonne  est  divisible 
par  le  dernier  chiffre  significatif  de  la  colonne  suivante. 

Je  dirai  qu'un  idéal  est  simple  si  le  dernier  chiffre  significatif 
de  chaque  colonne,  sauf  la  première,  est  l'unité;  par  exemple, 
l'idéal  suivant 


sera  simple. 


a 

o 

c 

o 

o 

o 

a 

h 

c 

o 

o 

o 

I 

h 

c 

o 

o 

o 

F 

^> 

o 

o 

o 

O 

1 
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Je  dirai  qu'il  csl  priniiuf  ^'\  le  dernier  clilfï're  slf^nifiealir  des 
K  piemières  colonnes  est  un  même  nombre  «,  el  si  celui  des 
m  —  K  dernières  colonnes  est  l'unité. 

Par  exemple,  l'idéal  suivant 


(") 


sera  primitif. 

Envisageons  d'abord  les  idéaux  primitirs;    je  dis  r|iriiti    idéal 
primitif  quelconque 

a  'X  c  f  I 

o  a  b  e  k 

(\'i)                                                   o  o  i  d  h 

o  o  o  \  g 

o  o  o  o  I 

peut  toujours  être  ramené  à  la  forme  (i  i  ).  En  elfet,  a  devant  être 
divisible  par  r/,  on  remplacera  a  par  zéro  en  retranchant  de  la 
deuxième  colonne  la  premièi"e,  multipliée  par  un  nombre  entier. 
On  peut  donc  toujours  supposer 


Le  nombre 

faisant  partie  de  l'idéal  (12),  les  nombres 

cai  -t-  6af  -H  a^, 
caf  -t-  6af  -1-  a| 

devront  aussi  en  i'aire  partie.  Le  module  (11)  sera  donc  divisible 
par  le  module  (12);  or  ces  deux  modules  ont  même  norme;  donc 
ils  sont  identiques. 

Cherchons  maintenant  la  condition  pour  que  le  module  (11)  soit 
un  idéal.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses  nombres  com- 
plexes multipliés  par  a,  fassent  aussi  partie  du  module  (i  i).  Mais 
il  suffit  de  vérifier  ce  résultat  pour  les  nombres  de  la  base,  et 
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parmi  eux  pour  les  nombres 

«ai,   caf  +  ba.]  -+-  ot.\, 

car  il  est  tout  vérifie  pour  les  autres. 

Donc,  pour  que  le  module  (i  i)  soit  un  idéal,  il  faut  et  il  suffit 

que 

a%\   et  ca'J-i- 6o(f -+- af 

fassent  partie  de  ce  module. 
Gomme  on  a  identiquement 

aa|  =  a(c-t-  iai-t-  a|)  —  6(rtai)  —  c(a), 

le   nombre  «a^  fera  toujours  partie  du  module.  Occupons-nous 
donc  du  nombre 

C%'{  -+-  b7.\-Jr-  af. 

L'équation  (i)  s'écrivant  ici 

af  =  AiaJ  —  Asaf -t-  AiOL'j  —  A;  aiH-  Ao, 
ce  nombre  est  égal  à 

A,, -H  Aiai-+-A2af-i-(c  — A3)a-,'-i-(6  -i- A^Xi- 

S'il  fait  partie  du  module  (i  i),  il  devra  pouvoir  se  mettre  sous 
la  forme 

«(Xo-I-  X,ai-+-  Àoaj  +  ÀjaJ-l-  Àia|)-+-  (c  -i-  6x, -(-  af  )([i.o-l-  UiaiM-  iJi.2afj, 

les  \  et  les  jjl  étant  des  nombres  entiers. 
Si  nous  convenons  d'écrire 

jco  -i-  ^1  a,  + .  .  .  -i-  x,n-i  a'/'"'  =  o     (  mod  a) 
quand 

0*0^  ■X'iss. .  .^  a7,„_iEs  o     (tnod«), 
nous  aurons 

Ao— Aia,-i-A2af(c  — A3)af-{-(^»-HAi)at  i 

^     (inod  a) 
—  (  c  -H  6  a,  -I-  af  )  (  [j.,)  -I-  [Xi  ai  +  [jlj  af  )  s  o  ) 

OU  bien 


Ao  —  Al  ai  H-  A.2  af  —  A3  a-J  -i-  A4  a|  —  af 

—  (c-+-  iai  -f-  af)([jio-H  [X]  ai  -+-  [uy-'j —  af)  =  o 

c'est-à-dire  que,  si  l'on  envisage  la  congruence 

(i3)  ^S-Av^i+Aj^î— A^fi+A.^-Aosîo     (mod«). 


(  mod  a), 
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elle  [jeiil  se  réduire  en  deux  autres,  <;l  ([ue  l'une  d'elles  est 
(i4)  ^^-h  b^-\-  c  ~  o     (moda). 

Donc,  pour  (|ue  le  module  (i  i)  soit  un  Idéal,  il  ("aul  et  il  siiKil 
que  le  premiermembre  de  (i  4)  soit  un  facteur  du  premier  membre 
de  (i3),  suivant  le  module  a. 

Un  idéal  peut  être  toujours  mis  sous  la  forme 

a^'»'(mo_,+ mi  ,a, +...-(-  m,„_,,,o(',"-i)-4-... 
-\-  x^P^  (  Wo,/,  +  m, ,;,  a,  -r- . . .  -^  ni,n    i^,,  a',"- » ) . 

Les  nombres  ^'",  x^-\  .  .  .,  x'-p^  forment  alors  sa  trame. 

Par  exemple,  la  trame  de  l'idéal  (ii)  se  composera  des  deux 
nombres 

a  et  c  -4-  ôai  -I-  aj, 

parce  que  tout  nombre  entier  complexe  faisant  partie  de  l'idéal 
est  la  somme  d'un  multiple  du  premier  et  d'un  multiple  du  se- 
cond. 

Un  idéal  est  déterminé  quand  on  connaît  sa  trame.  La  trame 
d'un  idéal  principal  se  compose  d'un  seul  nombre. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  la  règle  suivante  pour  former  tous 
les  idéaux  primitifs. 

On  remplacera  dans  le  premier  membre  de  (i)  a,  par  ç  et  l'on 
considérera  l'expression  ainsi  obtenue  comme  le  premier  membre 
d'une  congruence  suivant  un  module  quelconque  a. 

Si  cette  congruence  n'est  pas  irréductible,  on  envisagera  l'un 
quelconque  des  facteurs  de  son  premier  membre 

(I5)  ^/.+  û,,_,^p-l+0^_,ïp-2  +  ...^_p,î  +  p„. 

On  Y  remplacera  ^  par  a,  et  l'on  obtiendra  ainsi  un  nombre 
complexe  qui  formera  avec  a  la  trame  de  lidéal  cherché. 

Il  faut  ajouter  aux  idéaux  ainsi  obtenus  les  idéaux  principaux 
qui  ont  pour  trame  un  nombre  entier  réel  a  et  qui  s'écriraient 


a 

o 

o 

•o 

a 

o 

o 

o 

a 

Cherchons  à  appliquer  cette  règle  au  problème  suivant  : 
Former  tous  les  idéaux  simples  de  norme  a. 
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L'idéal  cherché  devra  êlre  de  la  l'orme 


(i6) 


a 

o  I 

o  o 

o  o 

o  o 


o 

o 

o 

o 

f 

o 

I 

—  ç 

o 

I 

Quant  à  ;,  ce  sera  une  racine  réelle  de  la  congruence 
(,^)  Ï5_A4*-^  A3Ï3_A2^2^_Ait  — Ao=o     (moda). 

Tout  nombre  faisant  partie  de  l'idéal  (i6)  sera  de  la  forme 
(i8)  amo-^(oLi  —  i)(nii-^  a,  m, -4-  af  mj-^  aJ/^O- 

Si,  dans  ce  nombre,  on  remplace  a,  par  ;,  on  obtient  un  nombre 
entier  divisible  par  a.  Réciproquement,  soit 

a;  =  :ro  H-  ^1  ai  -}-  J^-î  af  -f-  a^s  af  -h  ^i  a| 

un  nombre  entier  complexe  qui  devient  égal  à  un  nombre  entier 
divisible  par  a  quand  on  y  remplace  a,  par  ;.  On  aura  identique- 
ment 

X  =  Xo-\-  3!ril-+-  Xil^-^  2^3^^-^  OPi^^ 

qui  devient  égal  à  l'expression  (i8)  quand  on  fait 

mo=  -(a7o-l-a^i^-i-^2ç2+^3;^-i-^iç'), 

nii  =  Xi-i-  Xil  -^  iTj  ?2 -4- a"i  ç^ 
mi=  .r2-T-a"3ç  -t-^iç-, 
ma  =  x^^-T-  X'^ç, 
ni!,  =  ^i- 

Le  nombre  x  fait  donc  partie  de  l'idéal  (i6).  Nous  désignerons 
donc  souvent  cet  idéal  parla  notation  abrégée 

Considérons  maintenant  l'idéal  (i  i)  et  supposons  d'abord  que  a 
soit  une  puissance  d'un  nombre  premier,  et  que    la   congruence 

(ig)  ï2_^t;-f-c  =  o     (moda) 

ait  deux  racines  réelles  ;,  et  ço- 


—  m  - 

Toiil  nomltrc  (aisanl  p.irlic  de  Tidéal  (ii)  sera  dr  la  loniic 
a(in»-^-  Wic<i)  4-  (i  -H  6  a, -+-  c/f  )(  m^  H- ///:ja, -l-  ;/?.,  af  ) 
cl,  si  l'on  y  remplace  a,  par  ç,  par  exemple,  on  anra 

Si  donc 

T  =  Xo  -+-  Xi  a,  -f-  ^2  «1  +  •'^3  'A  -^  ^'>  A 

appartient  à  Tidéal  (i  i),  on  aura 

(20)  ,„.,..  fmrula). 

Réciproquement,  si  Ton  a  les  congruences  (20).  le  nombre  x 
appartiendra  à  l'idéal  (i  1),  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 

Supposons  que  la  congruence  (19)  ait  ses  racines  imaginaires; 
je  dirai  encore  que,  pour  que  x  appartienne  à  l'idéal  (i  i),  il  faut  et 
il  suffît  que  les  congruences  (ao)  aient  lieu.  Mais  quel  sera  alors 
le  sens  de  ces  congruences  où  entrent  des  imaginaires?  On  rem- 
placera les  congruences  (20)  par  les  congruences  (21) 

\  ^o(^i+^2l  +  ^.(çï  +  çl)  +  '^2(^!  +  ^l)  +  ^3(^l-f-^|)-^^v(:f  +  ^|)^"  i 

Si  ç,  et  ço  sont  imaginaires,  toute  fonction  symétrique  de  i,  et 
Ço  sera  un  nombre  entier  réel.  Les  congruences  (21)  ont  donc 
toujours    un  sens.   Quand  ç,  et  ^o  sont  réels,. les  systèmes  (20)  et 

(21)  sont  équivalents.  Nous  dirons  qu'ils  le  sont  encore  quand  i, 
et  ço  sont  imaginaires.  Dansée  sens,  on  pourra  dire  que,  pour  que 
X  appartienne  à  (t  1).  il  faut  et  il  suffit  que  les  congruences  (20) 
soient  satisfaites. 

Supposons  maintenant  que  a  soit  un  nombre  quelconque  ;  la 
congruence  (19)  peut  avoir  plus  de  deux  racines  réelles.  Si  l'on 
en  choisit  deux  telles  que 

Î2  +  />f  +  c  =  (f  -  ^,)(^  -  ^-)     (mod  a). 

ce  qui  est  toujours  possible;  on  trouvera  encore  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  .r  fasse  partie  de  (11).  c'est  que 
les  congruences  (20)  soient  satisfaites. 
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I'i!()iti,i:MK.   —    Former  Ions  les  idéaux  prinùlifs. 
On  prendra  un    nombre  quelconque  a.   On   envisagera  la  con- 
gruence 

(9/>.)     F(0  =  ;"'-A,„^,^"'-'  +  A„i_2Ï'«-2-...±A,ïqiAo  =  o     (modaj. 
On  choisira  m  racines  réelles  ou  imaginaires 
çi)  ;2>  •  ■  •)  ç/« 
de  celte  congruence,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  identiquement 

F(ï)  ^  (ç  -  Cl  )(-'  -  ;•>  I. .  .^;  -  ;/»  '     (mo<l  a). 

l'anni   ces   racines   ç,,  Ç25  •  •  •  ■-  iw    >'  y  en  aura  d'imaginaires; 

mais  ces  imaginaires  se  répartiront  en  cycles,   de  telle  façon  que 

tout  polynôme  entier  symétrique  de  toutes  les  racines  d'un  même 

cycle  soit  un  nombre  entier  réel.  Si  donc  l'un  des  cycles  est  formé, 

par  exemple,  des  racines 

)•     >■  )• 

;ii  ;27   •  •  ^^  ç,'ii 

le  produit 

sera  réel. 

Cela  posé,  on  choisira  au  hasard/?  racines  de  la  congruence  (22), 
par  exemple 

(23)  Çl,    b'     ••  •'    Çp- 

mais  de  telle  sorte  que,  si  une  racine  imaginaire  fait  partie  du  sys- 
tème (23),  il  en  soit  de  même  de  toutes  les  racines  du  cycle.  On 
lormera  les  congruences 

/ ,  Xq  -f-  .ri  ^1  -^  a-.,  ^f  -^ .  . .  -f-  .r,„_,  ^'i"-»  =  o    , 

\   \ 

Si  ces  congruences  sont  satisfaites,  le  nombre 

X  =  X(t-^  Xi%i-^  x=>_'x\^ . .  .-r- j-,„_ia',"-' 

appartiendra  à  un  certain  idéal  primitif  (pic  je  désignerai  par  la 
notation  abrégée 

(«.?,.  b ;p). 

On  obtiendra  de  la  sorte  tous  les  idéaux  primitifs. 


7(1 


L'idéal 


»5) 


Idéaux  premiers. 


a  ()  o  <> 
o  rt  o  o 
o     o     a     o 


o 


o     o 


a 


est-il  un  idéal  premier?  Pour  cela  il  faut  d'abord  que  a  soit  pre- 
mier; car,  s'il  était  divisible  par  un  nombre  entier  b,  l'idéal  (aj) 
serait  divisible  par  l'idéal 

h  o  o  o 

n  h  o  o 

o  o  h  o 

o  o  O  b 

Il  faut  en  outre  que  la  congruence 
(26)  ^^— A3t'+ A2Ï2— Ai^  + Ao^o     (mo(l«) 

soit  irréductible;  car,  si  Ton  avait  identiquement,  par  exemple, 

^v_A3^3-+-A2^2_A,^  + Ao  =  (;2  +  èî-^  c)(f2+ 6'^ -h  c)     (moda), 
l'idéal  (20)  serait  divisible  par  l'idéal 


a 

0 

c 

0 

0 

a 

b 

c 

0 

0 

I 

b 

0 

0 

0 

I 

Ces  conditions  sont  suffisantes.  Pour  que  (20)  soit  premier,  il 
faut  et  il  suffit  que  a  soit  premier  et  que  la  congruence  (26)  soit 
irréductible. 

A  part  les  idéaux  premiers  ainsi  trouvés,  je  dis  que  tout  idéal 
premier  est  primitif.  Je  dis  que  l'idéal 

abc  dba  eba  ha  ma 

o  ab  fba  ka  na 

o  o  ab  la  pa 

o  o  o  rt  cja 

c  o  o  o  rt 


(5-7) 


ne  peut  être  premier 


Il   csl  (li\  isihic  |)iii' 


a  o  o  o  o 

o  a  I)  o  o 

o  C)  a  o  o 

o  o  o  a  o 

o  o  o  o  a 


Pour  ([u'ii  soit  premier,  il  faut  donc  d'abord 


Supposons  cette  condition  remplie. 
2"   11  est  divisible  par  l'idéal 


'29) 


b     o     ()     Il  o 

o     h     o     k  II 

0  o     b     l  k 

0001  / 
0000  I 


En  effet,  les  nombres 

i  (  aj  -+-  f/)  ai ,  {'x\-{-  lci.\-+-  k7.i  -V-  li\'J. 
devant  faire  partie  de  l'idéal  (2-),  cet  idéal  divi- 
ne    bd      o      h     o 
o        b       bd     k     h 
i  .>8  )  0       o        b       I      k 

00        01/ 
o       o        o       o      I 

(Je  tiens  compte  de  la  condition  a-=  i .) 

Mais  (2^)  et  (28)   ont  même  norme;  donc  ils  sont  identiques. 
Or  il  est  clair  que  (29)  divise  (28). 

Donc  (2^)  n'est  pas  premier.  <;.    o.   f.    d. 

Considérons  donc  un  idéal  primitif  quelconque 


(3o) 


a  o  c  o 
o  a  b  c 
o  o  \  b 
0001 


(^uc  faut-il  pour  qu'il  soit  premier? 

Il  faut  d'abord  que  a  soit  premier;  car.  si  a  élail  dix  isible  jjar//, 


17S 


(,'i())  serait  divisIMc  par 


//  o  r  o 

o  p  b  c 

o  o  \  b 

(j  o  o  I 


Il  faut  ensuite  que  la  congruence 

ç2-)-^ç  +  c  =  o     (modrtj-, 
soit  iiTéductibie;  car,  si  l'on  avait,  par  exemple, 

(3o)  serait  divisible  par 

«  çi  o  o 

o  1  ^1  o 

o  o  I  f, 

o  o  o  1 

ces  conditions  sont  suflisantes. 

Problî^me.  —  Former  tous  les  idéaux  premiers. 

On  égalera  a  à  un  nombre  premier  P  quelconque;  on  décompo- 
sera le  premier  membre  de  la  congruence  (22)  en  facteurs  irré- 
ductibles. Soit 


(3i) 


^p  +  rt,,_i  ïp-i  +  a/j_2  ^/'-^  _^ .  . .  _|_  rtj  ^  _t_  flfp 


Fun  de  ces  facteurs.  Supposons  que,  décomposé  en  facteurs  ima- 
ginaires, il  s'écrive 

l'idéal 

sera  premier,  et  Ton  obtiendra  de  la  sorte  tous  les  idéauxpremiers. 
Tous  les  nombres   appartenant   à  cet  idéal  seront  compris  dans 
la  formule 

I>(No+a,N,  +  ...+a';    '  N,,-,) 


-«-«/. 


fh  ^1  +  «„)  (Np+  N/,+,  a,  -i-.  ..H-N,„-,  a',"  ""•), 


f)ù  les  N  sont  des  entiers  indéterminés. 
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La  trame  de  l'idéal  se  composera  des  deux  nombres 

P  et   a^-l- /7,,_,a^^'-4-.  .  .  +  aiai  +  «o- 

Puissances  d'un  idéal  premier. 

Envisageons  l'idéal  premier  que  je  viens  de  définir. 
Envisageons  la  congruence 

(32)  ^'«— A,„_,^'«-i -+-...  ±Ao=o    (modP>-). 

L'un  des  facteurs  irréductibles  de  cette  congruence  sera  congru 
(module  P)  à 

\P  -t-  ap_i  ï/'-i  -f-  a/,_2  iP-i^,,,^  a^. 

Or,  on  a  pu  choisir  (3i)  d'une  façon  arbitraire,  pourvu  que 
ap_^,  ap_2^  ••  • ,  Oq  donnent  certains  restes  à  P.  On  aura  donc  pu 
le  choisir  de  telle  façon  que  ce  soit  un  facteur  irréductible  de  la 
congruence  (32). 

Cela  posé,  la  puissance  À*'""'  de  l'idéal  premier  considéré  qui  a 
pour  trame 

P  et  a^-+-a/,-iaf"'-H...-(-a,a,H- «0 
aura  pour  trame 

P>',   ( al  -4-  «/,_,  a^'"'  H- ...+  «,  ai  +  «„  )>• 
et  l'ensemble  des  nombres 

(33)  l'i^  (< -4-  «/.-i^r '+...+  «,  a,  +  «„)>.-(^.. 

L'un  des  communs  diviseurs  des  nombres  compris  dans  l'ex- 
pression (33),  où 

(JL  =  I,     2,     ....     X  —  1, 

sera 


'p-i ^1 


"'^-'+...  +  a„=n. 


Donc  la  puissance  )/'"'"''  cherchée  sera  divisil)lc  par  l'idéal  (3^), 
dont  tous  les  nombres  sont  donnés  par  la  formule 

PMNo+  a,N,-f-.  ..^a-;'-'  \p_,)-+-P(N/,-i-  N^+,a,  +...4-  N,„_,  aV'-/'-'). 

Or  elle  a  mémo  norme  que  cet  idéal,  h^llc  est  donc  identi([iie  à  cet 
idéal. 
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Multiplication  des  idéaux  premiers  entre  eux. 

Tout  idéal  priniilil  ou  non  primitif  peut  cire  considéré  à  la  (ois 
comme  le  produit  et  comme  le  plus  petit  commun  multiple  d'un 
certain  nombre  d'idéaux  primitifs  premiers  entre  eux  et  j)uissances 
d'un  idéal  premier. 

Nous  savons  maintenant  former  toutes  les  puissances  d'un  idéal 
premier.  Comment  maintenant  multiplier  entre  elles  deux  pareilles 
puissances  premières  entre  elles?  Soient 


(35) 


p> 

f) 

b 

o 

o 

o 

o 

p> 

a 

b 

0 

o 

o 

o 

I 

a 

b 

o 

o 

o 

o 

1 

a 

h 

(> 

o 

o 

o 

1 

a 

o 

<) 

o 

o 

o 

1 

pv- 

o 

o 

e 

o 

o 

p^- 

o 

d 

e 

o 

o 

p^- 

c 

d 

o 

() 

o 

1 

c 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

o 

o 

o 

o 

(36) 


les  deux  puissances  à  multiplier  entre  elles.  Soit  |jl  <<  \  et  suppo- 
sons les  deux  puissances  premières  entre  elles;  on  devra  avoir 
identiquement 

Ae  —  A5 ç^  +  Ai  f  ^  —  A3^ï3  ^_  A,  Î2  -  A,  ï  +  Ao 
=  (^2+flr^  +  />)(^-î+c?2+^/f  +  e)(^-X)     (mod/î>-). 

Le  produit  aura  pour  trame 

p>+V-,  />!J(af -+-  a,  a  -r-  èj,  />'(af -H  caf -+- f/aj -f-  e) 
et 

(  af-4-  ajrt  -H  6)(aJ^-  caf  -+-  drt^-^  e)  =  aJ-{-  A-aj  -+-  /af-i-  in%\->r  n'Xx  -f-  q . 
Il  aura  pour  norme 

.^2/,-(-.i!J. 
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l^inisiiueons  le  inodiilc 


(3; 


p>^  o  hpV-  o           ()  q 

o  //'  apV-  hp\>-        o  n 

()  o        f>V-  apV-  hpV-  ni 

o  o         o  pV-  (ip\'-  I 

o  i)         o  o  pV-  /. 

o  o          o  o           o  I 


Il  sera  divisible  par  (35)  et  par  (36),  et  par  conséquent  par  leur 
plus  petit  commun  multiple  ([ui  est  leur  produit.  De  plus  il  aura 
même  norme  que  leur  produit.  Donc  ce  sera  leur  produit. 

Dans  le  cas  particulier  A  =  [x,  (3;)  se  réduit  à  Tidéal  primitif 


o 


o 

o 

7 

o 

o 

n 

o 

o 

ni 

p' 

o 

l 

o 

p'- 

k 

o 

o 

1 

On  ferait  de  même  pour  multiplier  entre  eux  plus  de  deux 
idéaux  puissances  d'un  idéal  premier. 

Pour  nous  résumer  et  pour  donner  des  résultats  un  énoncé 
simple,  nous  allons  donner  quelques  définitions. 

F(a|)  sera  l'expression 

qui  est  nulle,  comme  on  le  sait,  si   l'on   remplace  a,  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  (i). 

Nous  dirons  qu'un  nombre  complexe 

H ,  =  a'^- -)- «jj _  1  al^"' + .  .  .  +  «0 

est  un  facteur  du  nombre  complexe 


H, 


^v-i'/'i    '-+-..-^6o, 


suivant  le  module  B,  si  l'on  veut  trouver  un  nombre  complexe 


tel  que 

soit  divisil)lc  pai'  l>. 


Il,  K 
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De  même  nous  dirons  que  H,  est  un  facteur  de  F(a,)  suivant  le 
module  B,  si  l'on  peut  trouver  un  nombre  complexe 

tel  que 

Fra,)-H,K' 

soit  divisible  par  B. 

Règle  pour  former  tous  les  idéaux  dont  la  norme  est  une  puissance  /< 
d'un  nombre  premier />. 
Soient 

H,  un  facteur  deF(a,),  suivant  le  module/»^, 
Ha  un  l'acteur  de  H,,  . .  ., 
H«  un  l'acteur  de  H,,_,. 

Soient  jj.,,  \x.,,  .  . . ,  jX/^  les  ordres  de  H,,  Ho,   -  .  . ,  H„. 
Soit 

A],    Aj,    .  .  .,    A„,   A 

une  série  de  nombres  entiers  croissants,  tels  que 

X,  (  m  —  [X,  )  -+-  X2  (  [i.,  —  [X2  )  + . .  .  -f-  X„  (  \xrt-i  —  \^ri)  +  X;x„  =  h. 

Le  module  dont  tous  les  nombres  complexes  sont  compris  dans 
la  formule 

/  P/>>-iHi(N,„+N,„-,a,  +  ...+  N^,+,<-!^'-') 
(38)       J         + 

-+-/'H^!^n+  Npi,.  .,ai-+-.  ..-^  Nia!;--»), 

OÙ  les  N  sont  des  entiers  indéterminés,  sera  un  idéal  de  norme  p^ 
et  de  plus  on  obtient  par  ce  procédé  tous  les  idéaux  de  norme  p^. 

Il  en  résulte  que  le  nombre  des  idéaux  de  norme  ^^'  est  fini; 
car  F(a,  )  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  facteurs  H,  suivant  le  mo- 
dule/?^, H,  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  facteurs  Ho  suivant  le 
module/?'^,  .... 

Il  est  vrai  qu'on  peut  remplacer  respectivement 

11,.    Ilo.    ....    1I„ 
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par 

K,,  Ko,  ...,  K„  étant  des  nombres  complexes  quelconques 
d'ordre' '|JL,  _  i ,  tjio  -  i ,  . . . ,  a„  -  i ,  sans  que  ces  nombres  cessent 
d'être  facteurs  les  uns  des  autres  etdeF(a,)  suivant  le  module/?^. 
Mais,  en  faisant  cette  substitution,  on  ne  change  pas  l'idéal  corres- 
pondant. 

Remarquons  que  l'on  peut  disposer  de  K,,  K.,  .  .  . ,  K«,  de  telle 

sorte  : 

1°  Que  H,  soit  divisible  par  Ho,  Ho  par  H»,  .  .  .,  H„_,  par  H„; 

2°  Que  H,  soit  un  facteur  de  F(a,)  non  seulement  par  rapport 
au  module  />^,  mais  par  rapport  au  module/?*,  k  étant  aussi  grand 
qu'on  voudra. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'on  ait  disposé  ainsi  de 
K,,  Ko,  . . . ,  Iv,/.  Soit  à  décomposer  en  facteurs  premiers  un  idéal 

dont  la  norme  est  p^. 

Supposons  (ce  que  nous  pouvons  toujours  faire,  ainsi  qu'on 
vient  de  le  voir)  que  Ho  divise  H,,  Hg  divise  Ho,  ...,  H„  divise 
H„_i. 

Soit 

H„_,  =  H.K„^„      H„_2=H„_,K„-.2,   ....  Hi=H.,K,. 

L'idéal  (38),  qu'il  s'agit  de  décomposer  en  facteurs  premiers,  a 
pour  trame 

y-,  lAnli,,,  />>-^.H„_„  . ..,  />>-H.,  />>-.Il,. 

Il  sera  le  produit  des  idéaux  primitifs  qui  ont  respectivement  pour 
trames 

p\  (/>>-->-.,  Kl),  (/A-A.,  k,),   ...,  (7A.->>.,  K,.-i),  {p''-~'".  H„). 

Il  reste  à  décomposer  chacun  de  ces  idéaux  primitifs  en  facteurs 

premiers. 

Envisageons  le  premier  de  ces  idéaux,  à  savoir  celui  qui  a  pour 
trame  y^-.  :  c'est  la  puissance  ).,  de  celui  qui  a  pour  Iramep;  pour 
obtenir  les  facteurs  premiers  de  cet  idéal,  envisageons  la  con- 
gru ence 

(39)  ^"     -A,,,    r^">    1;    .  ..-:Ao  -"     [nw,\/,). 
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Décomposons-la  en  facteurs  iri^éductibles  et  supposons  que,  si  l'on 
l'emplacc  dans  ces  facteurs  ;  par  a,,  ils  deviennent  des  nonibi-es 
complexes  A,,  Aj,  . . . ,  //y.  L'idéal  dont  la  trame  est  p  aura  pour 
facteurs  premiers  les  idéaux  dont  la  trame  est  respectivement 

(/),  A,),  (p,  fu),  . ..,  (p,  h,,). 

Envisaf^eons  maintenant  lidéal  dont  la  trame  est 

/>^.-).,  A-:  : 

ce  sera  la  |>uissance  A., —  A,  de  l'idéal  dont  la  trame  est 

Soit 

/, ,  =  x",  -+-  av-1  a'{  "'-+-...-(-  au- 

Considérons  les  facteurs  irréductibles  de  la  congruence 

?v-{-  «.,^_,^v-i  _^^ ,  ._j_  «0=  o     (nio(l/>) 

et  supposons  que,  quand  on  y  l'cmplace,  ^  para,,  ils  deviennent 
des  nombres  complexes 

h\ ,   A'2,    .  .  . ,  Ay. 

Les  facteurs  premiers  de  l'idéal  dont  la  trame  est 

p.  Al 

seront   es  idéaux  dont  les  trames  sont  respectivement 

{p,  A',),  (p,  AV),   ...,  (p,  II,,)- 

On  opérerait  de  même  pour  les  autres  idéaux  primitifs,  de  telle 
sorte  que  l'idéal  (38)  se  trouvera  décomposé  en  facteurs  premiers. 

Cas  exceptionnels. 

I"   La  congruence  (3())  est  irréductible. 

Dans  ce    cas  il   n'y  a  pas  d'idéal  dont  la  norme  est//  si  //  n'est 

pas  divisible  par  //'  ;  il  n'y  en  a  qu'un  si  II  est  divisible  par  m  :  c'est 

-  / 

celui  dont  la  trame  est//"  et  c'est  la  puissance  —   de  l'idéal   dont 

la  trame  est />  qui  est  ])remier.    > 

'A"   La  congruence  (39)  a  des  racines  multiples. 

Dans    tout    ce   (pii    précède,  on  a  supposé  iMq)licilcnienl  (pie  la 
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congriience  (•^\))  n'avail  pas  de  racine  iniilliple.  RemonLons  en 
efrcL  jusqu'au  |)oinL  où  il  s'esl  agi  de  Iroiixer  la  puissance  A"""'(riiu 
idéal  premier  donné. 

L'un  des  fadeurs  irréductibles  de  la  congruenee  (Sa),  ai-jc  dit, 
est  congrue  à  (3i)  (mod  P).  Cela  ne  serait  plus  vrai  si  la  con- 
gruence  («îa)  ou,  ce  ([ui  revient  au  même,  la  congruence  (Sc)) 
avait  des  racines  multiples. 

Ainsi  la  congruence 

^2— D  =  o     (modp-i) 

admet  ou  n'admet  pas  de  racines  réelles,  c'est-à-dire  est  décompo- 
sable  ou  non  en  deux  facteurs  irréductibles,  selon  que  la  con- 
gruence 

;- — d^o     (mod/)) 

est  elle-même  réductible  ou  irréductible.  Cela  est  vrai  toutes  les 
fois  que  D  n'est  pas  divisible  par  p. 

Supposons  maintenant  que  D  soit  divisible  par  p  sans  l'être 
p-àrp-. 

La  première  congruence  sera  irréductible_,  le  premier  membre  de 
la  seconde  sera  le  carré  du  facteur  irréductible  q. 

Pour  voir  comment  on  devra  opérer  pour  lever  cette  difficulté, 
commençons  par  un  exemple  simple;  soit 


(jo) 


O  I 

o        o 

o  () 


un  idéal  premier  simple  et  supposons   que   ^  soil  racine  double 
de  (39). 

Cherchons  le  carré,  le  cube,  etc.,  la  puissance  y,""'"  de  (  I0  ). 

Supposons  d'abord,  toujours  pour  plus  de  simplicité,   ;  =  o,  ce 

qui  exige 

AiseAo^o     (inodjo). 

Cliercbons  d'abord  le  carré  de  l'idéal  donné 


(if>) 


y:>  o  o  o 

o  [  o  f) 

o  o  I  o 

o  o  o  i 


Je  dis  que  ce  sera 

(4i) 
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/;      ()     o  <) 

O       p       {}  o 

o      ()       I  o 

o      ()      o  I 


En  effet,  il  est  aisé  de  constater  que  (4i)  est  un  idéal.  Or  le 
carré  de  (4o)  a  pour  trame 

/j2,  p'xi,  af, 

et,  comme  ces  trois  nomljres  font  partie  de  (4i),  (40  divise  le 
carré  de  (4o)-  Or  ces  deux  idéaux  ont  même  norme.  Donc  ils 
sont  identiques.  c.   q.   f.  n. 

Cherchons  maintenant  les  puissances  paires  de  (40);-  la  puis- 
sance 2a  par  exemple.  C'est  chercher  la  puissance  a  de  (4i)- 

F(a,)  va  admettre  comme  facteur  suivant  le  module  /)-'-*  un  cer- 
tain facteur  quadratique  y^'^-h  a,  A  -\-  ij.,  tel  que 

X  îs  |i.  ^  o     (modp). 

L'idéal  (4  0  peut  s'écrire 

p     o     [x     o 

o      p       X       [i 

o     o      I      X 
0001 

11  a  alors  pour  trame  • 

p  et  af  -+-  Xai  -1-  ;jl. 

Sa  puissance  a"""-"  a  pour  trame 

p^  et  p'^^'H^'i -^  ^''^1  -^  i^y^- 

Elle  est  donc  divisible  par  l'idéal  dont  la  trame  est 

p^     et     aj  -h  Xa,  -+-  [j.. 
Or  cet  idéal  s'écrit 


(4^) 


o  ;;.  o 

o      p'^  X  |j. 

o         (J  I  X 

0        o  o  I 
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et  a  par  conséquenl  mémo  norme  que  la  puissance  a"'"'*^  de  (4 1)- 
Done  (43)  est  la  puissanee  a''"'^  de  (4')  cl  la  puissance  2a'"""' 
de(4o). 

Cherchons  maintenant  la  puissance  aa  +  1  "^""^'  de  (4o)  •  c'est  le 
produit  de  (4")  et  de  (4^);  elle  aura  donc  pour  trame 

/)=<+i,     ai/j^,     /j(af-4- Âa,-f- [X),     aj  (af -t- Xa,  4- |x). 


Supposons,  ce  qu'on  peut  toujours  faire,  que  a^  +  ).a, 
un  l'acteur  F(a,)  suivant  le  module  /j-^+'. 


soit 


(43) 


O         IJl       o 


ja+1 

o  />*      X      [X 

o  01). 

o  001 


sera  un  idéal  dont  feront  partie   tous  les  nombres  de  la  trame  de 
la  puissance  cherchée  et   qui   aura  même  norme  que  cette  puis- 
sance; ce  sera  donc  cette  puissance  elle-même. 
Supposons  maintenant  que 

F(ai)  =  af  —  A^aj-H-  A^af  —  Ajaf -i-  A,  a,—  Aq 
admette  comme  facteur  suivant  le  module  p 

(af -f-  Xai-i-  |jt.)2. 

Il  admettra  comme  facteur  irréductible  suivant  le   module  />^', 
h  étant  très  grand, 

oi\-{-  Hja^-h  H^af-i-  H,ai  -+-  Ho, 
où 

Ilyss  [x"2,     HissaXjA,     H.>s=  X^-t- aa,     H3ÏS2X     (iiiod/j). 

Il  V  aura  alors  un  idéal  premier 


p      o      [X  o  o 

u    p     X  IJl  o 

001  X  [X 

000  I  X 

o     o    o  r>  i 
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(loiil    hi  puissance  ^i  a"'""^  soi'a 


P^  (>  O               O  Ily 

o  o  [t'J-      o  W-i 

o  o  o  J)'^  II3 

o  «  o        o  I 


el  la  puissance  ian-  i  ""'* 


/)«+!  o  ;jL/?5'  o  Hy 
o  /)*+'  À/)^  <i.pi-  II, 
o  o  />^       )./y^      Hj 

000  />^       H,j 

O  o  001 


Encore  un  e\em])le  :  supposons  queF(a,)  admclle  le  facteur 

suivant  le  module/). 

11  admettra   comme  facteur  irréductible,  suivant  le  module/?^, 
h  étant  très  grand, 

af+  Haaf— Hia,-f-Ho, 
où 


Il  y  aura  alors  un  idéal  premier 


/>  ç  o  o  o 
01^00 
o  o  I  ;  o 
0001^ 
o     o     o     o      I 


dont  les  puissances  3  ai'^'"%  (3a  +  i)'"^^""^,  (3a  +  -i)*'"-^  sont  respecti- 
\emenl 

p'^  o  o  H|,  o 

n  p'J-  o  H]  Ho 

f)  n  p'^  Ho  H| 

o  o  o  I  H; 

fl  o  f)  o  I 


1  SI) 


P'J.^ 

\r- 

o 

n« 

() 

o 

jr^ 

\l>- 

111 

ll(, 

o 

() 

!>''■ 

II. 

11, 

o 

o 

(> 

1 

M, 

o 

o 

<i 

o 

1 

,X+1 

o 

'<'p- 

Ho 

o 

o 

P'J.+Ï 

■Ap- 

H, 

Ho 

o 

o 

p'"- 

Ho 

H. 

o 

o 

o 

I 

H, 

o 

o 

o 

i) 

I 

Ces  exemples  suffiront,  je  pense,  pour  faire  coni|)rendre  com- 
ment on  devra  se  tirer  d'affaire  dans  le  cas  exceptionnel  qui  nous 
occupe. 


Multiplication  de  deux  idéaux  dont  les  normes  sont  premières 
entre  elles. 
Soient 


abcd  abcX.  abz  a'[ 
o  abc  abo  «^ 
o  o  ab      ai 


aibiCidi     aibiCi'li     Oibiti     «,-'1 
o  f^ibiCi        «"'i^iO]     c/i  [ji 

o  o  '''ibi       ai'Xi 


les  deux  idéaux  à  multiplier.  Leurs  normes  seront  respectivement 

La  norme   de  leur   produit,  qui  est  en   même  temps  leur  plus 
petit  commun  multiple,  sera 

NNi  =  (ar/i  )Hbbi  )Hcci)Hddi  ), 

jN   étant  premier  avec  N,    et  par  conséquent  ti,  h,  r,  /'/premiers 
avec  r/, ,  />,,  r,,  ^,  ;  on  pourra  trouver  des  nombres 


tels  que 


A.   B,  T,  A.   E,  Z. 

Z  =H  ^  (mode/),  Zss^i    {moi\di), 

E^£  (moflcf/),  E  ss  s,    (mo(lr,r/ii. 

A  s=  0  (niO(ic),  As^o,   (  mod  C|  ), 

r  s;  Y  {mod  bcd),      V~'(i   (  iimkI  />,  r,  c/,  i. 

Yi~'^  (nuH\bc),  B=  (i,  (mod />,r,  I. 

A^  a  (  mnd  /;  ).  A  e^  t.^  (  irmd  A,  ). 


Les  idéaux  sonl  alors  éfiuivalcnls  à 


o  ()  «1^1        «lA 

o  o  o  «1 


nbcd  nhc7.  ahK  riV 

o  abc  nh\  nV> 

o            o  ab  a  A 

o            o            o  a 

Leur  produit  divisera  l'idéal 

abcdaibxCidx  abcaibxC^Z  aba^b^M  artiT 

o  abcaib^ci  abaj)i\  r/aiB 

o  o  aba^bx  «ajA 

o  o  o  «ai 


(44) 


et,  à  cause  de  Tidentité  des  normes,  sera  identique  à  (44)- 
Problème.  —  Former  tous  les  idéaux  de  norme  N. 
On  décomposera  N  en  facteurs  premiers;  supposons  qu'on  ob- 
tienne de  la  sorte 

On  formera  tous  les  idéaux  de  nombre  //,  de  norme />('',  de 
norme /^j- et  on  les  multipliera  entre  eux  d'après  la  règle  précé- 
dente; on  obtiendra  ainsi  tous  les  idéaux  de  norme  W. 

Problème.  —  Reconnaître  si  un  nombre  N  peut  être  repré- 
senté par  la  forme  W{Xi,  x.^,  .-.,  Xm)' 

On  formera  tous  les  idéaux  de  norme  N  d'après  la  règle  précé- 
dente. Supposons  que  tous  les  nombres  complexes  de  l'un  de  ces 
idéaux  soient  compris  dans  la  formule 

Pi  a-, -H  jSl2J"2  +  -  •  •+  3/«^w) 

où  les  ^  sont  des  nombres  complexes  donnés  et  les  x  des  entiers 
indéterminés.  On  cherchera,  d'après  la  méthode  de  M.  Hermite, 
si  les  formes 

'^W{xx,  x-i,  .  .  .,  x,n)     et     norme(|3ia7i-f- p2-^2-f-- •  •-^- pwZ"/») 

sont  équivalentes.  Si  elles  le  sont,  le  nombre  N  peut  être  repré- 
senté par  W. 

Si  aucun  <les  idéaux  de  norme  N  ne  donne  une  forme  écpiivn- 
Icnte  à  NM*",  le  nombre  N  ne  peut  être  représenté  par  M' . 
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Sachant  reconnaître  si  un  nombre  entier  donné  peut  être  repré- 
senté par  W,  on  saura  reconnaître  s'il  peut  l'être  par  F. 

Imperfection  de  la  méthode. 

Si  l'on  veut  trouver  toutes  les  représentations  de  N  par  F,  on 
cherche  toutes  les  représentations  de  B"j~'N  par  W;  supposons 
que  l'on  trouve  que  ^F  devient  égal  à  B"'~'  N  quand  on  fait 

On  rejettera  toutes  les  solutions  pour  lesquelles  on  n'aura  pas  à 

la  fois 

h=  ?!>  =  •■•=  ?'n=o,     Pi^o     (moflB,„). 

S'il  en  reste  une,  on  saura  que  F  devient  égal  à  N  quand  on  fait 

^=1^,      7=^2. 

On  est  donc  obligé,  pour  trouver  toutes  les  représentations  de  N 
par  F,  de  chercher  toutes  les  représentations  de  B'"~'NparW, 
dont  la  plus  grande  partie  sera  en  général  inutile.  On  est  forcé, 
par  conséquent,  de  former  un  plus  grand  nombre  d'idéaux  qu'il 
ne  serait  strictement  nécessaire.  C'est  ce  qui  nous  conduit  à  cher- 
cher quelques  simplifications. 

Pemière  simpUjication.  —  Le  problème  de  la  représentation 
des  nombres  par  F  se  ramène  à  celui  de  la  représentation  des 
nombres  par  $.  Occupons-nous  donc  de  ce  second  problème  et 
cherchons  à  trouver  des  nombres  entiers  \,  ri,  tels  que 

N  étant  un  entier  donné. 

(On  peut  toujours  supposer  que  ^  et  tj  sont  premiers  entre  eux; 
car,  s'ils  ne  l'étaient  pas,  N  devrait  être  divisible  par  la  puissance 
//i''""^  de  leur  plus  grand  commun  diviseur  d  et  l'on  devrait   avoir 


KI'S)  = 


N^/-'«, 


cl  le  problème  serait  ramené  k  égaler  *I'  à  Nd"'"  en  subsliluanl  à 
la  place  de  x  et  de  )  deux  nombres  entiers  -^  -  ■,  premiers  entre 
eux.) 


|i»-2 


Si  Ton  suppose  le  prohlriiic  rc'soln,  les  iiuiiihi'cs  ((iiiiplcxcs 
compris-  (hins  In  (bniiiile 

(45)  (;  -i-  '^^ijl  "'0+  wi'^i-^  w^af +  . .  .-t-  /»,„_,  x',""' ) 

forment  un  idéal  de  norme  N  et  la  méthode  j^énérale  consiste  à 
former  tous  les  idéaux  de  norme  N  et  à  chercher  s'ils  peuvent  se 
mettre  sous  la  l'orme  (4'^)- 

Est-il  nécessaire  pour  cela  de  former  tous  les  idéaux  de  norme  N? 
Non,  car  je  dis  cpie  (4>j)  est  un  idéal  simple.  En  effet .  si  m  =  5 
j)ar  exemple,  cet  idéal  s'écrit 


r 

*5 

o 

o 

o 

A  or, 

T, 

r 
's 

o 

o 

-A,r, 

O 

■0 

>• 

o 

A,r, 

n 

() 

ïl 

r 

-A,r, 

o 

O 

() 

■^ 

^-A,-, 

\  et  Y,  étant  premiers  entre  eux  ;  il  en  sera  de  même  de  /,  et  ç  H-  A,  7,  -, 
il  existera  deux  nombres  A,  et  jj.,,  tels  rpie 

ÀiT,  -I-  ;xi(;-l-  Ai-rJ  =  1. 

On  ne  changera  pas  l'idéal  en  multipliant  la  cinquième  colonne 
par  [j.,  et  y  ajoutant  la  quatrième  multipliée  par).,  et  (en  même 
temps)  en  multipliant  la  C[uatrième  colonne  par  ç+A/,r,  et  en 
retranchant  la  cinquième  multipliée  par  r,  ;  car  le  déterminant 


î  ^  A .  r,     —  r, 


L  idéal  devient  ainsi 


\ 

f) 

o 

-  Aor,2 

[i-iAo-/; 

■'i 

? 

o 

Air,2 

—  |i.iA,T, 

o 

■f, 

? 

—  AoT.Î 

V\  ^l'U 

o 

o 

'^ 

-1- 

Ar^^  + 

A3T,2 

X 

1^—  [J-lAsT, 

o 

n 

o 

<) 

I 

Ees  nondires  y.  et  ç-+  A, y,;  +  A;, y,-  sont  premiers  enire  eux.  Il 
exisie  donc  deux  nombres  Ao^   ;^2;  tels  que 

ÀoY,   -4-   |X2(ç.2-t-  A^Y,^   —   Ali  Y,-)  =    I  . 

On  ne  changera  pas  l'idéal  en  mullipliaiit  la  quatrième  colonne 


[W.i 


par  [J.2   cl    y  iijoiitiiiil  l,i    Iioisirme   iniillipllc'-e    par  '/.-,,  cl  en  nuilli 
pliant  la    Iroisii'MU*   par   ç-   |- A .,  y^ç  H-  A;;/,-   el   cii     relrancliaiit    la 
(iiialriùiiie  imillinlK'c  par  r.  L'idéal  tlcvienl  alors 


r,     ï  —  AiT,3  !J-2AiT,2  _|x,  Air, 

o     rj     ^3_^AiT<t-+ Asr.^^-i- A,r,-*     X,  î  _  ,,.,  A.r,^  [XiA^r, 

O       O  o  1  Ài  ;  iJLi  A;jT, 

O       t)  O  O  I 

Les  nombres  r,  et  ^' 4- A-,  •/•,;-+ .\:tr,- ; -j- Aor/'  sont  premiers 
entre  eux,  etc.  ;  il  estaisr  de  voir  qu'en  conliniianl  de  la  sorte,  on 
amènera  l'idéal  à  la  forme 

\  ((  h  c  d 

o      \  e  f  z,' 

o  o  1  A  /. 

o  o  o      I  / 

()  o         o         (I  [ 

ee  qui  montre  que  c'est  un  idéal  simple. 

Donc,  au  lieu  de  former  tous  les  idéaux  de  norme  N,  il  sulïira 
de  former  tous  les  idéaux  simples  de  norme  N. 

Problème.  —  Trouver  toutes  les  représentations  de  N  par  tp. 

Ce  qui  précède  nous  conduit  à  la  règle  suivante  : 
On  envisagera  la  congruence 

(fGi  ^'«-A„,_,î'"+'+ A„,_2Î'«-2-...dzAo=o     (mocIN). 

Soit  ^  l'une  des  racines  de  celte  congruence. 
Si  les  deux  formes 

et 

norme  [N  a-, -1-  (c<i—  ;)(:r2+  a^sa,  -+-  .r.,%\  -f-.  .  .-j-  x^y-'l'- )\ 

sont  équivalentes  et  que  l'on  passe  de  la  seconde  à  la  première  en 
posant 

^1     =  ^>mJi     -+-^^,272    +...+  À, ,„,_>',„, 
•2^2    =/'w,iJ-i     +  X2,2 J2    -H-  ••-+-  X2,mJ'«M 


^'m  —  'w«,l  J'i  -(-  X/«,2j'2  +  -  •  •+  f'-in.myiif! 


XIII. 


i3 


-   I9i  - 

<i   1  on  a 

À3.1  =  A'.,!  =  .  .  .=  À;«,i  =  o, 


on  égalera  <1>  à   N   en  posant 

et  Ton  ()l)lieii(lra  de  la  sorte  toutes  les  i-eprésentations  tic  \  par  <I>. 


Si//-  réf/iiafion  incUlerminée  .r'+  r'^=5^; 
j)ar  ^I.'R.   Pkrkijv. 

(Stîaiice  du  6  mai   iSS'i.^ 

1.  On  sait  que  Fermât  a  annoncérim|)Ossihililé  de  décomposer 
un  cube  en  deux  autres  cubes,  et  i^énéralement  une  puissance 
cpielconque  en  deux  puissances  du  même  nom,  au-dessus  de  la  se- 
conde; mais  que  cette  impossibilité  n'a  été  démontrée  jusqu'ici 
que  pour  les  puissances  dont  l'indice  est  un  multiple  de  4  (')•  Je 
me  propose  de  montrer,  pour  le  cas  particulier  du  cube,  que  si 
Ton  peut  déterminer  une  solution,  en  nombres  entiers  et  pre- 
miers entre  eux  (on  peut  se  borner  à  considérer  les  solutions  de 
cette  nature),  de  l'équation 


(U 


l-A  _J_   yi  ^^   ^•i_ 


on  en  déduira  immédiatement  une  série  indéfinie  d'autres  solu- 
tions, toujours  en  nombres  entiers  et  premiers  entre  eux,  toutes 
différentes  entre  elles  ;  chaque  solution  de  cette  série  comprend 
en  effet,  sur  les  trois  entiers  qui  la  constituent,  un  entier  au  moins 
égal  à  trois  fois  le  produit  des  trois  entiers  constituant  la  solution 
immédiatement  précédente;  et  la  série  peut  ainsi  être  considérée 
comme  fournissant  des  solutions  indéfiniment  croissantes. 

2.  Pour  arriver  à  ces  résultats  de  la  manière  la  plus  simple,  je 


(')  Le  tliéorèine  de  Fermât  a  été  démontré  pour  un  très  grand  nombre  d'indices 
premiers  impairs  cl  en  particulier  pour  1  indice  3.  Nous  insérons  néanmoins  l'ana- 
lyse de  M.  Pebrin,  dont  on  peut  se  servir  pour  simplifier  la  démonstration  de 
cette  impossibilité.  (A'o'e  de  la  Bédaction.) 
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(2)  {a  -h  b  -h  c)^=  a^-h  b^~h  c^-h  3{a-i-  b){b  -h  c){c  -h  a), 

à  laquelle  satisfont  trois  quantités  quelconques  a,  ù,  c.  Si  ron 
suppose  que  a,  b,  c  soient  trois  entiers,  positifs  ou  négatifs,  sa- 
tisfaisant à  l'équation  (i)  mise  sous  la  forme  symétrique 

(3)  «3  _^_   ^,3  _,_  c3  —  o, 

ils  satisferont  donc  par  cela  même  à  l'équation 

(4)  ( a  -\-  b  -{-  c)^  =  3{a  -h  b)  ( b  -i-  c)  (c  -i-  a)  ; 

et  réciproquement,  les  équations  (3)  et  (4)  sont  entièrement  équi- 
valentes. Si  de  plus  on  suppose  a,  b,  c  premiers  entre 
eux,  il  en  sera  de  même  de  a  -\~  b,  b  -\-  c,  c  -{-  a  :  car  tout  fac- 
teur preniier  de  a  -i-  b,  par  exemple,  divise  «  -f-  ^  -h  c  et  par  suite 
c  en  vertu  de  (4);  s'il  divisait  encore  b  -+-  c  ou  c  ~\-  «,  il  diviserait 
b  ou  a  en  même  temps  que  c,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Dès  lors,  a-'rb,  b  -{-  c,  c-\-a  doivent  être  des  cubes  parfaits,  abs- 
traction faite  des  puissances  de  3  ;  et  si  l'on  désigne  par  a,  [3,  y 
Irois  entiers  premiers  entre  eux  et  avec  3,  et  par  n  un  entier 
positif  au  moins  égal  à  i,  l'équation  (4)  ne  peut  être  satisfaite 
qu'à  la  condition  de  poser 


■       b   ^   V 


b  =  3-'«-'y''. 


(5) 

d'où 

(6)  </ -^  ^ -f- c=  :}"a3-;. 

a,  ^,  V  seront  donc  liés  par  l'équation  de  condilioa 

(7)  a3-t- p3_^  33"-1y^— ?..3«apY=  o, 

et  a,  b,  c  auront  pour  expressions,  en  fond  ion  de  a.  [j,  -'> 

/  a  =  a(  3"[3Y  —  a^  j. 

(8)  /,  =  P(3«aY-p^). 

(  c  =  3«Y(a[ii— 32«-1y2). 

Trouver  trois  entiers  a,  b,  c  premiersentre  eux  satisfaisant  à  l'équa  • 
tion  (3)  revient  donc  à  trouver  trois  entiers  a,  [3,  y  premiers 
entre  eux  et  avec  3,  satisfaisant  à  l'équation  (^). 
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3.  Posons  niainlenanl 


f(^  -)-  h^  =  ç^a^b^c^, 

(a'-b-^  b 

(a^c  -h  c^-b  -h  b-^  a  )■> 


(g)  )  bi^  Cl  =  (a^-b -^  b'^c -h  c^ay. 


Je  dis  qu'on  aura 

(lo)  (r/i  -f-  6,+  c,)^=  3{ai~h  bi)(bi-h  c,)(Ci-^  «,  ). 

et,  par  suite, 

(ri)  rtf  +  6-J  +  cî  =  o. 

En  eflet,  la  relation  (lo)  revient,  en  vertu  de  (9),  à  celle-ci 
[gas 6» c'î  -+-  («2  6  -4-  62  c-4-  c^ «)•*  -^  (a^-c -^  c^ b -^  b^ a^]^ 

=  8.9.7<7.3^,3c3((72^,+  62c-|-  C2«)3(a2c  -|-  c^  6  -+-  62(aj)3^ 

cest-à-dire  à 

9 a3  6^  c3  -4-  ( a2  6  -H  62  c  +  c2  a)3 -I-  ( a2  c  -(-  c^  b  +  b^a P 
=  (jabc{a'b  -^  b^  c  -+-  c^- a)  (a^  c  -h  c^ b -i-  b'^ a) , 

laquelle  se  vérifie  immédiatement,  en  développant  et  tenant 
compte  de  (3). 

D'ailleurs  l'équation  (lo)  donne,  en  tenant  compte  de  (9), 

«1+  61-^  Cl  =  "à  abc  {a- b  -\-  b^  c  -\-  c^  a)  (a-  c  -h  c'^  b  ^  b-  a  ) 

et,  par  suite,  «,,  b,,  c,  ont  respectivement  pour  valeurs 

/  ai  =  3a6c(a3  63_4_  ô» c^ -^  c3 a^  +  3a2  62c2)  _  («2^,  _i_  ^,2c  +  c^a)', 
(12)     •    bi  =  3abc{a^b^-^b^c'^-^c^a^-i-3a-2b''C^-)  —  (a'-c^c^b-i-b^-ay, 
{  Cl  =^ 'iabc(a^b^-\- b^c^-h  c^a^), 

«,,  bi,  C(  sont  premiers  entre  eux.  En  effet,  puisque  c  admet  le 
facteur  3  à  la  puissance  // ,  et  que  a  et  b  ne  l'admettent  pas,  c, 
l'admettra  à  la  puissance  /?  +  i;  mais  «,  et  bi  ne  l'admettront  pas, 
comme  on  le  voit  à  l'inspection  des  formules  (12).  Soit  ensuite 
un  facteur  premier,  autre  que  3,  commun  à  r/,  et  Cj  par  exemple  ; 
il  divisera  aussi  bi  en  vertu  de  (i  i),  donc  aussi  «,  +  6,,  donc  aussi 
rt,  b,  ou  c  en  vertu  de  la  première  des  équations  (9).  Divisant 
ai  et  a,  par  exemple,  il  devra  diviser  a'-b  +  b-c  +  c- a  en  vertu 
de  la  première  des  équations  (12),  c'est-à-dire  b'-c,  c'est-à-dire 
6  ou  c  en  même  temps  que  a,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
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Donc  cnHii  c/i,  b^,  C(  (ournissent  une  seconde  solulion  en  nom- 
bres entiers  et  premiers  entre  eux  de  l'équation  (3).  D'ailleurs  c, 
étant  au  moins  égal,  en  valeur  absolue,  à  3  abc,  cette  solution  esi 
essentiellement  distincte  de  la  première. 

En  0[>érant  sur  a^,  ^i,  c,  comme  il  a  été  fait  sur  a,  b,  c,  on  ob- 
tiendra évidemmmcnt  une  troisième  solution,  distincte  des  deux 
premières,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  ce  qui  est  bien  le  résultat 
annoncé. 

On  peut  remarquer  que,  si  l'on  veut  introduire  pour  la  seconde 
solution  (rt| ,  ^1 ,  C|)  des  quantités  a, ,  [ÎJ, ,  y, ,  analogues  aux  quantités 
a,  p,  y,  considérées  pour  la  première,  on  aura  les  groupes  de  rela- 
lions 

[  a,  =  a^-b  -\-b^c^  d^a, 

(abc 

(i4)  6i-f-c,  =af, 

'   Cl  -1-  «1  =  Pf  ; 
/  «i  =  a,(3«+ip,Yi-af), 
.(i5)  6,  =  [3,(3«+>a,Y,-pf), 


et  enfin,  entre  a,,  ^i,,  y,,  la  relation  de  condition 

(i6)  aï  +  P?  +  33«+2,,a  _  2.3«+i,^,  Pj,^j  ^  o^ 

qui  correspond  à  (n)  et  n'en  diffère  que  par  le  changcmcnl  de  n 
en  n -\~  \ .  Chacune  des  solutions  successives  répond  donc  à  une 
valeur  de  l'exposant  n  plus  élevée  d'une  unité. 
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Sur  le  problème  de  la  construction  du  cercle  niininiunt 
renfermant  n  points  donnés  d'un  plan;  par  M.  Chrvstal  (  '  ). 


(Trailuit  de  l'anslais  par  M.  l'alibé  Paulonnier.) 
(Séance  du  20  juin  iS.S^.) 


Si  nous  considérons  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC  et 
si  nous  diminuons  son  rayon  en  faisant  cependant  passer  encore  le 
cercle  par  A  et  B,  alors  si  ACB  est  un  angle  aigu,  C  sera  en  de- 
hors du  cercle;   mais,  si   ACB  est  obtus,  C  reste  à  l'intérieur  du 


cercle.  Si  Q  est  un  angle  droit  du  cercle,  le  rayon  du  cercle  étant 
égal  à  jAB  ne  peut  être  diminué. 

Ce  résultat,  qui  sera  utilisé  dans  ce  qui  suit;  conduit  d'abord  à 
la  conséquence,  d'ailleurs  évidente,  que  le  cercle  minimum  renfer- 
mant trois  points  donnés  est  le  cercle  qui  passe  par  ces  points 
s'ils  déterminent  un  triangle  acutangle  ou  rectangle,  que  c'est 
le  cercle  ayant  pour  diamètre  la  di'oite  qui  joint  les  deux  points 
les  plus  éloignés  dans  le  cas  où  le  triangle  des  trois  points  est 
obtusangle. 

Soient  maintenant  n  points.  Nous  pouvons  toujours  en  choisir 
ni  formant  les  sommets  d'un  polygone  convexe  renfermant  tous 
les  autres.  Le  problème  se  ramène  donc  à  trouver  le  cercle  mini- 
mum renfermant  un  polygone  convexe. 

De  ce  que  le  polvgone  est  tout  entier  du  même  côté  de  l'un  quel- 
conque de  ses  côtés  prolongé  indéfiniment,  on  peut  regarder  cette 


(')    Voir  le   .Mémoire   rie  .M.   d'Ocagne,  sur  le  mémo  sujet,  dans  le  Bttllelin, 
I.  \ll.  p.  l'i.S. 
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ligne  comme  un  cercle  de  r;i\oii  iiiUni  renfermant  le  polvj^one. 
Faisons  diminuer  son  rayon  d'une  manière  continue  en  suj)posant 
qu'il  passe  toujours  par  les  deux  sommets  considérés.  Deux  cas 
peuvent  se  présenter  :  ou  bien  le  rayon  diminuera  jusqu'à  sa  plus 
petite  valeur  (la  moitié  du  côté  du  polygone)  avant  que  le  cercle 
laisse  en  dehors  aucun  sommet  du  polygone;  dans  ce  cas  le  cercle 
ayant  pour  diamètre  le  côté  choisi  contient  les  n  points,  et  ne  peut 
être  diminué,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  cercle  plus  petit  qui  contienne 
les  deux  sommets  considérés;  ou  bien  le  cercle,  avant  d'arriver 
à  son  minimum,  passera  par  un  troisième  sommet  du  polvgone; 
dans  ce  cas,  si  les  trois  sommets  forment  un  tiiangle  acutangle,  le 
cercle  minimum  est  obtenu,  puisque  le  cercle  considéré  contient 
tous  les  points  du  poKgone,  et  qu'aucun  cercle  moindre  ne  pourra 
contenir  les  trois  points  en  question.  Si  le  triangle  est  obtusangle, 
nous  observons  d'abord  que  le  côté  obtus  ne  peut  être  opposé  au 
côté  choisi,  car  nous  n'avons  pas  atteint  d'après  l'hypothèse  le  rayon 
minimum  qui  correspond  à  un  angle  droit.  L'angle  obtus  a  donc 
pour  sommet  l'un  ou  l'autre  des  sommets  situés  sur  le  côté  choisi. 
Laissant  de  côté  le  sommet  de  l'angle  obtus,  faisons  diminuer  le 
rayon  du  cercle  qui  passe  encore  par  les  deux  sommets  conservés. 
De  cette  manière  le  sommet  négligé  se  trouve  à  l'intérieur  du 
cercle  diminué  et  n'est  plus  à  considérer.  Continuant  ainsi,  nous 
arriverons  comme  précédemment  à  un  cercle  minimum  ayant  pour 
diamètre  la  droite  qui  joint  les  deux  sommets  conservés,  où  nous 
arriverons  à  un  cercle  passant  par  trois  sommets  du  polvgone  qui 
sera  le  cercle  minimum  si  les  trois  sommets  forment  un  triani-le 
acutangle,  ou  qu'on  peut  encore  diminuer  siée  triangle  est  obtus- 
angle,  en  remarquant  comme  plus  haut  que  le  sommet  de  l'angle 
obtus  ne  peut  être  le  dernier  sommet  atteint,  et  ainsi  de  suite. 

De  ce  que  le  rayon  du  cercle  va  constamment  en  diminuant, 
l'opération  doit  se  terminer  et  cela  de  l'une  ou  des  deux  manières, 
c'est-à-dire  ou  bien  le  cercle  minimum  se  ])résentera  comme  le 
cercle  décrit  sur  un  côté  ou  sur  une  diagonale  du  polygone  comme 
diamètre  (côté  ou  diagonale  qui  seront  la  plus  grande  distance 
entre  deux  des  n  points  ),  ou  bien  le  cercle  minimum  se  présentera 
comme  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  acutangle  délermini'  par 
trois  sommets  du  polygone.  Dans  certains  cas  limites,  le  cciclc 
peut  passer  par  d'autres  points  que  les  deux  ou  les  trois  qui  le  dé- 


—  t2()0  — 

tcrmiiiciil,  mais  cela  iralVccLc  en  v\vi\  les  CMJiicliisions  au  poiril  de 
vue  lo|)o^ra|)lii(|ue  ;  ilesl  iuLcrcssaiiL  de  iemar(|uer  que  ces  svslènies 
de  poinls  se  divisenl  eu  deux  eJasses  dislineles  chacune  eonlenanl 
des  cas  limites,  suivanlcjue  le  cercle  juininium  csl,  délerniiné  par 
deux  ou  trois  d'entre  eux. 

La  discussion  précédente  suggère  la  méthode  pratique  suivante 
pour  déterminer  le  cercle  minimum  d'un  système  de  points. 

Il  faut  construire  un  polygone  convexe  enfermant  tous  les  points 
en  prenant  /7i  points  pour  sommets.  On  prend  un  coté  quelconque 
de  ce  poljgone  et  l'on  trouve  le  sommet  ])our  Iccpu^l  il  sous-lend  le 
plus  petit  angle.  Si  ce  plus  petit  angle  est  droit  ou  obtus,  le  cercle 
minimum  est  celui  qui  a  pour  diamètre  le  côté  clioisi.  Si  le  triangle 
formé  est  acutangle,  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  le  cercle 
minimum,  sinon  on  prend  le  côté  opposé  à  l'angle  obtus  et  l'on 
trouve  le  sommet  pour  lequel  il  sous-tend  le  plus  petit  angle  et 
l'on  continue  comme  précédemment. 

Le  nombre  d'opérations  dépend  naturellement  du  premier  côté 
choisi;  il  est  clair  cependant  qu'aucun  côté  ou  polygone  ne  peut 
être  choisi  plus  d'une  fois-,  par  sn'ilc  ^m(ni — i)  est  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  opérations. 

Dans  certains  cas  particuliers,  il  pourra  être  plus  expéditif  d'es- 
sayer d'abord  si  le  cercle  décrit  sur  le  plus  grand  côté  ou  la  plus 
grande  diagonale  comme  diamètre  contient  tous  les  points  ;  s'il 
n'en  est  pas  ainsi,  alors  le  cercle  minimum  sera  obtenu  en  trou- 
vant le  triangle  formé  par  trois  sommets  du  polygone  qui  a  le  plus 
grand  cercle  circonscrit. 

Le  problème  du  cercle  minimum  renfermant  /?  points  a  naturel- 
lement son  importance  dans  la  théorie  du  potentiel  de  points  si- 
tués dans  un  plan  ;  d  peut  aussi  avoir  quelque  intérêt  dans  les  sujets 
connexes  de  la  théorie  des  fonctions   d'une  variable  imaginaire. 

Une  discussion  semblable  peut  s'appliquer  au  problème  de  con- 
struire la  sphère  minimum  renfermant  n  points  de  l'espace.  Il  y  a 
trois  cas  suivant  que  la  sphère  minimum  est  déterminée  par  deux, 
par  trois  ou  par  quatre  des  points.  Il  n'y  a  qu'à  substituer  au 
triangle  acutangle  un  tétraèdre  acutangle,  c'est-à-dire  tel  que 
chaque  face  sépare  la  sphère  circonscrite  en  deux  segments  dont 
le  plus  grand  supérieur  à  un  hémisphère  soit  celui  qui  contient  le 
sommet  opposé. 
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Si/r  les  rayons  de  courbure  de  deux  courbes  qui  rencontrent 
Les  tangentes  d'une  troisième  courbe  sous  des  angles  liés  par 
une  relation  donnée  (');  par  E.  Hvbich,  Directeur  de  l'École 
des  Mines  de  Lima. 

(Séance  du  G  mai   i885.) 

I.  Soient  (E)  une  courbe  plane  donnée  et  (T)  et  (T,)  deux 
autres  courbes  qui  rencontrent  les  tangentes  de  la  première  sous 
des  angles  dont  les  compléments  [x  et  -j-,  sont  liés  par  Téquation 


1 1  ) 


/(|x,  ijLi)  =  o; 


•j.  el  'J-,  sont  évidemment  les  angles  formés  par  les  normales  aux 
courbes  (T)  et  (T,)  avec  les  tangentes  delà  courbe  (E).  Nous  ap- 
pelons la  ligne  (E)  courbe  de  référence  et  les  lignes  (T)  et  (T,) 
transformées,  Tune  de  l'autre,  par  rapport  à  la  courbe  (E)  et 
suivant  le  procédé  défini  par  l'équation  (i). 

Si  la  courbe  de  référence  (E)  se  réduit  à  un  point,  on  rentre 
dans  les  coordonnées  polaires. 

Appelant  ds  l'arc  élémentaire  d'une  courbe  (T  ),  correspondant 


à  l'angle  d%  des   tangentes,  tracées  par  ses  extrémités  à  la  courbe 
de  référence  (E);  n  =  MN  la  longueur   de   la  normale   comprise 


(■)  Voir  Aimali  di  Matematica,   l.  II,  p.  i38;  Milan,  1868.  cl  Études  cinénia- 
liqiies,  p.  4o;  Pai-is,  1879. 
xin. 


3. 
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entre  M  cl  le  point  jN  où  elle  rencontre  la  normale  en  O  à  la  courbe 
(E);  0  et  ch  le  rayon  de  courbure  et  l'angle  de  contingence  de  la 
ligne  (T);  on  a  les  relations  connues 

(  2  )  ds  =  Il  di)  =  p  di , 

(  3  )  «r/O  =  dix  —  dt  ; 

d'où 

d'x  dt  II        p  —  n 

DifTérentiant  réquation  (i),  par  rapport  à  l'angle  polaire  0. 
/^^  r)/  dix        àf  dixj  _ 

^^'  r);jL    db  âlXi     db 

OÙ 

,U      <)f  d'Xi 

*  aix     iiixi  a\x 

et,  combinant  avec  (4)  et  (5), 

0   —  Il  ,      p  Il 

(7)  '— Ai__=o. 

P  1^1 

Projetant  en  L  et  L,  sur  la  droite  MM,0  les  centres  de  courbure 
K  et  K, ,  on  trouve 

P~  n  _  J\K  _  OL  pi— »i  _   NiKi  _    PL, 


et  la  relation  (7)  devient 


OL  _  .     OL, 


ML  MiL 


Traçant  la  droite  KO,  qui  rencontre   la  perpendiculaire  K|L,   en 
H,  on  trouve 


d'où 


et.  par  suite, 


OL   _   KL  _-     ML 


KL  _  .     HL, 


ML  M,L 


11.1 


tangiJi  =  Xtan-ï     (ï  =  nM,0). 
Au    moyen   de   cette  relation   on   peut  déterminer  le  centre  de 
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la  courbure  de  la  transformée  (T),  lorsqu'on  connaît  celui  de  (T) 
ou  vice  versa. 

Cherchons  maintenant  la  forme  de  la  fonction  des  angles  (i), 
pour  le  cas  où  les  centres  de  courbure  de  deux  lignes  (T)  et  (T,) 
se  trouvent  sur  une  même  droite  passantpar  le  pôle  correspondant 
de  transformation  O. 

Pour  cela,  il  faut  que  les  angles 

L,  M,  H  =  Kl  Mil.,,     ï  =  ;j., 

et 

tan  g;  =  tangiX]  ; 
doù 

tang  ;x  =  dz  X  taiig  jj.,. 

R.emplaçant  A  par  sa  valeur  ((3),  on  aura 

—  =P  ■ =0, 

tangjx        tangio-i 

et,  intégrant, 

(  8  )  sin  [j.  —  c  sin  [j.]  =  o 

et 

(9)  sin  [x  sin  [JLi  =  Ci, 

On  satisfait  à  la  condition  demandée,  de  la  correspondance  des 
centres  de  courbure,  des  transformées  (T)  et  (T,  )  par  les  relations 
(8)  et  (9)  ou  par  une  fonction  quelconque  (  i)  du  rapport  c  ou  du 
produit  c,  des  sinus  des  angles  ij.  et  [jl,  (c,  <  ±  i). 

Les  cas  de  similitude  et  de  Tinversion  sont  compris  dans  la  rela- 
tion (8)  et  correspondent  au  rapport  c  égal  à  +1  et  à  —  i. 

I.  Application  aux  caustiques  par  réfraction.  —  Considérons 
la  courbe  (D),  lieu  des  intersections  des  normales  aux  points  cor- 
respondants M  et  M,  de  deux  transformées  (T)  et  (T,);  on  a 

MD  :  ÎMi  D  =  sin  [Aj  :  sin  [x, 

c'est-à-dire  que  le  rapport  des  distances  d'un  point  D  de  la  ligne 
(D)  aux  deux  courbes  (T)  et  (T,)  est  égal  à  celui  des  sinus  des 
angles  que  forment  ces  distances  MD  et  MjD  avec  la  droite  qui 
réunit  les  points  correspondants  M  et  M,. 

H  s'ensuit  que,  à  une  écpialion  homogène   entre   les  distances 


-  20i  - 
MD  cl  M(  D  correspond  une  équation  homogène  entre  les  sin  ;j.  et 
sin  [j-,  et  vice  veisa. 

En  particulier,  si  le  rapport  de  deux  distances  MD  cl  M,D  étail 
constant,  la  ligne  (D)  serait  la  dirimante  (la  réfringente)  des  rayons 
lumineux  incidents  normaux  à  la  courbe  (T)  et  qui,  après  la  réfrac- 
lion,  seraient  normaux  à  la  courbe  (T,)  ;  — (T)  et  (T,)  sont  les  an- 
ticaustiques des  rayons  incidents  et  des  rayons  réfractés  et  leurs 
développées  les  caustiques  de  ces  mêmes  rayons  ('). 

Comme  le  cas  considéré  correspond  à  la  fonction  des  angles  (o), 
on  a  ce  théorème  :  Que  la  droite  qui  réunit  les  points  corres- 
pondants M  et  M,  de  deux  anticausticiues  (T)  et  (T,)  et  la 
droite  KK,  qui  réunit  leurs  centres  de  courbure  [points  corres- 
pondants des  caustiques)  se  rencontrent  au  point  O,  où  la 
droitelsGsl^  touche  son  enveloppe  (E). 


Sur  les  courbes  polaires  réciproques  honiologiques; 
par  M.  Maurice  d'Ocagke. 

(Séance  du   17  juin  i885.) 

Soient  C  et  C  deux  courbes  polaires  réciproques  par  rapport  à 
une  conique  K.  Prenons  sur  C  un  point  P  et  la  tangente  t  en  ce 
point;  soient  t'  et  P'  la  tangente  et  le  point  correspondants  surC 
Si  toutes  les  droites,  telles  que  PP'^  passent  par  un  même  point  A, 
tous  les  points,  tels  que  /,  t',  sont  situés  sur  une  même  droite  a,  po- 
laire de  A  par  rapport  à  R;  par  suite,  les  courbes  G  et  C  sont  ho- 
mologiques,  le  point  A  étant  le  centre  et  la  droite  a  Vaxe  cVho- 
mologie. 

Nous  nous  proposons  de  rechercher  toutes  les  courbes  qui  sont 
honiologiques  de  leur  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  conique 
K  donnée,  les  points  correspondants  étant  les  mêmes  dans  les  deux 
cas,  ou,  en  d'autres  termes,  les  courbes  telles  que  les  droites  qui 
joignent  deux  points  correspondants,  l'un  sur  la  courbe,  Tautre 
sur  la  polaire  réciproque,  passent  par  un  même  point. 


C)  Annali  di  Matcmatica.  p.   i'ii-i43;  1869. 
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Suit 

/•(X,  Y,Z)  =  o 

rcqualion  homogène  de  la  conique  dircclricc  K. 

La  polaire  i!  du  point  P(j:-,  J,  -)  de  la  courbe  C  a  pour  équa- 
tion 

Le  point  F  où  cette  droite  touche  son  enveloppe  (7  est  donne 
par  son  intersection  avec  la  droite 

L'équation  de  la  droite  PP'  sera  donc 

dxJl-^  dyf^^  dzf[  _  d.rf:,-\-dyfy-\-dz/L 

ou,  en  vertu  du  tliéorènic  des  fonctions  homogènes, 

dxf^  +  dyf\  +  dzf[  _  d.rf:,-\-dyf\-^rdzfl,  ^ 

X A-^ y j\-^  ^ f',.     ~        V(^'7'^)    ~ 

Pour  que  cette  droite  passe  par  un  point  fixe  (x,,^,,  ;,),il  (aul 
que  l'on  ait,  quel  (jue  soit  le  point  (^,  J',  z)  de  la  courbe  C, 

f/.r/;  -\-  dyfy^  -f-  dz./L,^  _  dxf'^-^-  dyf'y+dzf-  ^ 

^f.r,^yfr,^-A.  2/(x,j,:;) 

Posons 

f{x,y,  -  )  =  S,     xf.r,-^y/y,  +  -/=,  =  M  ; 

l'équation  précédente  devient 

dM  _  dS 

d'où,  en  intégrant, 

S  —  ÀM2  =  u. 

À  étant  une  constante  arbitraire.  On  tronve  donc  l'équation  des 
coniques  bitangentes  à  la  conique  directrice  K,  la  corde  des  con- 
tacts étant  la  polaire  du  point  (^,,j-,,  -0  pa^'  rapport  à  K. 

Ainsi,  les  seules  courbes  qui  soient  homologiqaes  de  leurs  po- 
laires réeiproqucs,  les  points  correspondants  étant  les  mêmes 
dans  les  deux  cas,  sont  les  coniques  bitani^enles  à  la  conique 
directrice.  L'axe  d'homologic  se  confond  avec  la  corde  des  con- 
tacts, le  centre  d'homologic  avec  le  pôle  de  celle  corde. 
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lui  parLiciilicr,  on  sail  (|ii(;  l(!  lieu  du  soianicl  d  un  ani^h;  coii- 
slanl  (courbe  isoplique)  dont  les  côtés  sont  l:ini;ents  à  une  para- 
bole est  une  bypcrbole  bi tangente  à  cette  jiarabole,  la  corde  des 
contacts  étant  la  directrice  de  cette  parabole.  Donc,  si  ïl  est  une 
hyperbole  isoplique  de  la  parabole)?,  H'  la  polaire  réciproque 
de  W  par  rapport  à  P,  les  droites  qui  joignent  les  points  de  H 
aux  points  correspondants  de  W  passent  toutes  par  le  foyer  de 
P.  Nous  avions,  par  une  voie  indirecte,  obtenu  géométriquement 
ce  tliéorème  dans  une  de  nos  Notes  sur  la  svmédiane  ('). 


Réponse  à   la  Note  de  M.  lîouché  {Bulletin .  n"  3,    i<S85); 
par  M.  Ekm;st  Lkijon. 

Lorsque  j'ai  communiqué  à  la  Société  mathématique  la  con- 
struction que  je  propose,  j'ai  exprimé  des  doutes  au  sujet  de  sa 
nouveauté,  et  aucun  des  auditeurs  n'a  présenté  d'observation.  De 
plus,  j'avais  auparavant  parcouru  les  principaux  Ouvrages  de 
Géométrie  descri|)tive,  sans  \  trouver  celte  application  d'un  théo- 
rème connu.  Il  est  important  que  je  donne  le  résultat  de  mes  re- 
cherches dans  deux  de  ces  Ouvrages. 

i"  Cours  de  Géométrie  descripti^'c,  par  M.  Théodore  Olivier, 
troisième  édition,  revue  et  annotée  par  M.  Eugène  Rouché; 
1*""  novembre  i8ji.  —  A  l'art.  388,  l'auteur  explique  l'épure  de 
l'ombre  du  puits  militajre.  La  construction  de  la  tangente  en  un 
point  d'origine  de  la  courbe  d'ombre  n'est  pas  indiquée.  Je  suis 
surpris  que  M.  Rouché,  qui  affirme  donner  «  régulièrement  sous 
la  même  forme  dans  ses  leçons  depuis  1862  »  la  construction  que 
j'ai  proposée,  n'ait  pas  pensé  à  réparer,  par  une  note,  une  omission 
évidente  et  importante. 

2°  Théorie  des  Ombres  et  du  La^Hs,  par  J.  Pillet,  1 882.  —  Dans 
ma  Communication  du  i  2  novembre  1884,  j'ai  résumé  la  construc- 
tion de  cet  auteur  pour  le  cas  ducvlindre  de  révolution,  ici  j'ajoute 
que,  à  la  page  160  de   son   Ouvrage,  AL  J.  Pillet,  en  parlant  des 

(')  .\ouvelles  Annales  de  Mathénialiqites,  5'  série,  t.  II,  p.  '162,  §  26. 


—  ^207  — 

points  (ronj^inc  dans  le  cas  d'un  cône  creux,  écrit  :  a  11  sciait  in- 
téressant d'avoir  les  tangentes  en  ces  points;  mais  leur  reclierclic 
serait  un  peu  trop  compliquée.  »  11  me  paraît  bien  étonnant  que 
M.  J.  Pillet  n'ait  pas  au  moins  signalé  en  1882  une  construction 
simple  «  donnée  depuis  i86i  »  par  son  collègue  à  l'Ecole  Poly- 
technique. 

Ma  bonne  foi  étant  mise  en  évidence  par  ce  qui  précède,  il  me 
reste  à  faire  remarquer  qu'il  est  nécessaire  queM.Rouché  :  1°  prouve 
que  l'application  dont  il  conteste  la  nouveauté  existait  «  en  1862  » 
et  «  qu'il  la  donne  régulièrement  sous  la  même  forme  dans  ses 
leçons  depuis  1862  »;  2"  cite  les  pages  des  «  Ouvrages  très  répan- 
dus »  où  elle  est  «  imprimée  »  ;  3"  produise  la  preuve  qu'elle  est 
«  enseignée  dans  tous  les  cours  de  Mathématiques  spéciales  de 
Paris  ».  Sinon,  la  réclamation  vague  de  M.  Rouché  ne  peut  arrêter 
l'attention  et  fixer  l'opinion  des  géomètres. 

Paris,   -  juin   i8S5. 
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